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A 4
Para conhecer seu livro

Olhar o mundo a nossa volta e compreendé-lo, interagir e participar criticamente
dos rumos de nossa sociedade e do meio ambiente, contribuindo para o bem comum,
sao apenas algumas das atribuicées que temos como cidadaos. Nesse sentido, o
conhecimento matematico & essencial.

Ler e interpretar criticamente informacoes, tomar decisées com base em consta-
tac6es matematicas e lidar com os recursos tecnolégicos sdo exemplos da impor-
tancia da Matematica em nossas vidas.

Esta colecdo foi elaborada para auxilia-lo nessa perspectiva e no caminho pos-
terior a essa etapa de ensino, como o ingresso no Ensino Superior e no mercado
de trabalho. Para ajuda-lo na compreensao dos assuntos tratados, sao apresentados
exemplos e atividades resolvidas, sequidos de propostas de atividades que buscam
consolidar a aprendizagem, além de secoes que tratam do uso do computador e da
promocao da cidadania.

Por fim, desejamos que vocé, aluno ou aluna, desenvolva suas habilidades ma-
tematicas e, com as orientagcdes de seu professor, faca uso desse material com

dedicacao e entusiasmo.

Os autores.

Na abertura de cada capitulo vocé

tera um contato inicial com os

assuntos que serdo estudados. Vocé

podera mostrar o que ja sabe e

aprimorar seus conhecimentos,
trocando ideias com o

professor e os colegas P 0 | 5, bt
A g "
sobre diversos temas. 7 S P . a W e '
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Veja mais informacdes sobre @
o arco-iris no site:
« <http://tubim/rokaBu>

(acesso em: 26 fev. 2016) Este quadro traz sugestdes

de sites para vocé pesquisar e
ampliar seus conhecimentos sobre
o assunto estudado.




Atividades resolvidas
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Estas atividades auxiliam a
exercitar habilidades e estratégias
para resolver todas as outras
atividades propostas, favorecendo o
desenvolvimento de sua autonomia.

Esta secdo apresenta atividades
diversificadas para vocé
desenvolver as ideias e os conceitos

As atividades com a tarja
calculadora exploram
procedimentos para usar os
recursos dessa ferramenta.

estudados. Varias delas apresentam
relacoes com outras disciplinas e
areas do conhecimento, além de
guestoes aplicadas no Exame
Nacional do Ensino Médio (Enem).
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As atividades com a tarja desafio
possuem carater desafiador,
possibilitando o desenvolvimento de
estratégias proprias de resolucao.

Esta atividade permite que voce relacione,

de maneira mais expressiva, o conteudo _
matematico em estudo com situacdes do cotidiano, de b
outras disciplinas ou areas do conhecimento.




Ser consciente

Nesta secdo vocé aplicara os conceitos matematicos
estudados a diferentes assuntos, como ética,
educacdo financeira, cidadania, saide, entre
outros, possibilitando uma reflexdo e
consciéncia sobre o tema abordado.

Este icone indica que as cores @
utilizadas n3o correspondem as reais.

Este icone indica que os elementos  —
apresentados ndo estao proporcionais entre si. =

Acessando

tecnologias

Nesta secdo vocé encontrara exemplos e
atividades que complementam o que foi
estudado nos capitulos, utilizando alguns
programas de computador, como planilha
eletrinica e Geogebra.

Ampliando seus
conhecimentos

Ampliando seus conhecimentos
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As ceéedulas e moedas que aparecem
nesta pagina nao estdo em tamanho
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 analisar as respostas do item C, espera-se que os alunos percebam que, mesmao
ma quantidade menor em circulacao, quando comparado a de moedas, havi

I
maior valor monetario em cedulas no meio
i |

LR R] [

: te. Isso ocorre por causa dos valores
oL = e e e i T
correspondentes de cai

les dja cedula e moeda em circulacao
Voceé ja parou para pensar como eram as relacoes comerciais
quando nao existia o dinheiro?

Por muitos seculos, as pessoas utilizavam o escambo quando
precisavam de alguma mercadoria. Na pratica, para conseguir um
produto que necessitava, tinha de oferecer algo em troca ao outro
negociante, que, por sua vez, tinha de estar interessado naquilo
gue se estava dispondo. Essa necessidade mutua entre os nego-
ciantes tornava, em muitas situacoes, complicadas as transacoes.
Foi de situacbes como essas que surgiram as primeiras moedas.

Atualmente, cada pais e responsavel e tem sua propria moeda,
como o real no Brasil, o iene no Japao e o dolar nos Estados Unidos.

MNo Brasil, a fabricacao das cedulas e moedas de real e de res-
ponsabilidade da Casa da Moeda do Brasil (CMB), que tambem
controla o meio circulante nacional, que corresponde as cedulas e
moedas metalicas que estao em poder publico e na rede bancaria.

E possivel consultar no site do Banco Central do Brasil <http://
tub.im/8gubjg> o valor do meio circulante em determinada data. No
dia 11 de novembro de 2015, por exemplo, o meio circulante nacio-
nal era de R$ 205 883 189 316, 04, distribuidos da seguinte maneira:

REPUBLICA FEDERATH a:ruanﬂu. |I 2 ' :
- e As cedulas e

|'|':|_!,"||'i

=], ' I =]

REPURBLIC A FEDERATMVA DO B RASH Ellcda UuUs
= dpareceim
nastd '_'l JIrY
REPUBLICA FED o) BRASEE L8
f."'- : | n'_'l'l "_'-1:':'
- " Ll FF-.-.--'
z - 2 1a o

real nem
estao

i, o
REPLRILICA FEDERATIVA DO BRASIL
o
'

Quantidade: 23 684 398 919

£ o REPUBLICA FEDERATIVA DO BRASIL l\ )
i o =
= ¥ _
: i -
B |-
LE = .
P 3 Rinis = |
= Valor: R 5907 305957,04
Quantidade: 5800 646829

h_ Valor: R3 198975883 355,00 Fonte de pesquisa: <www4.beb.gov.brfadm/meci/Resposta.asp>.
‘ e Aceszo em: 13 now, 2015.
i ‘ : troca de mercadorias sem uso de moeda.

Oriente os alunos a escrever as respostas no caderno.

Antes do surgimento das moedas, em geral, como eram
feitas as transacoes de mercadorias?

:-'.-':r :‘l'\'.'.i."". de trocas. '_'.:r-u'\-i_' em cham ':;j_‘.:‘_ .'i.'. I:-S-:’-”""i"-”-E
O que € o meio circulante nacional’? Resposta esperada: séo as
Veja mais informacdes sobre cédulas & moedas metalicas que estdo em poder publico e na rede bancaria.
G fueaty Em 11 de novembro de 2015, havia em circulacdo no Brasil

<http://tub.im/ Toaegb=> : - ;
? ; ; uma quantidade maior de cedulas ou de moedas de real?

Em relacao a valor monetario, nesse mesmo dia, a quantia
em circulacac era maior em cedulas ou em moedas? Ana-
lise e compare suas respostas. moedas; cedulas

» <nttp:/ftubim/qoidmv>

[acesso em: 16 mar. 2016)
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/ Estudando Matematica financeira 2205 o sl deste

irabalhados os exemplos e as atividades das paginas 206 e 207 da secaoc Acessando tecnologias.
Utilizar o dinheiro de maneira adequada, sabendo gastar mensalmente uma

guantia menor do que a que se ganha, e poupar alguma parte dessa remuneracao
sao importantes para uma vida financeira equilibrada. Nesse sentido, estudar por-
centagem, acréscimo, desconto e juro, que sao alguns elementos que compodem a
chamada Matematica financeira, € fundamental.

Observe algumas situacoes envolvendo a Matematica financeira.

A
Quando tomamos um Quando compramos 0 nao pagamento do valor
emprestimo, temos um produto, podemos total da fatura do cartdo de
de pagar juro e outras obter descontos credito pode ocasionar uma
despesas. pagando a vista, ou grande divida, uma vez gque
acrescimos, pagando a taxa de juro, nesse caso,
d prazo. costuma ser alta.

Podemos frequentar um

Ao [L:!nuparmuE.lEI _ 1 curso universitario em

realizarmos aplicacoes L T ;

2 : g ’ uma instituicao particular
NASNCEas,; COSTMAMGDS m fazendo um financiamento

receber juros. :
| estudantil.

lustragdes: Somma Studia

Neste capitulo, iremos estudar varias situacées envolvendo Matematica financei-
ra. Antes, porém, vamos relembrar alguns conceitos relacionados a porcentagem.

/ﬁnrcentagem

Provavelmente vocé ja estudou em anos anteriores assuntos envolvendo por-
centagem. Leia a informacao a seguir.

- Segundo o Comité Gestor da Internet no Brasil, entre outubro de 2014 e
- marco de 2015, 50 em cada 100 domicilios brasileiros possuiam computador.

Fonte de pesquisa: <httpz/cetic.brftics/usuarios/2014/total-brasil/Al/>. Acesso em: 19 nov. 2015.

A relagao “50 em cada 100" pode ser representada por uma fragao cujo denomina-

dor é igual a 100, isto &, % que também pode ser representada na forma decimal ou
em porcentagem.

\E_ le-se: "cinquenta por cento”

50
——=0,5=50%
100 0

A porcentagem corresponde a parte considerada de um total de

100 partes. Para indica-la, utilizamos o simbolo %. Toda razao X
é denominada taxa percentual. 100

Toda fracao decimal ou equivalente a ela pode ser escrita na forma de por-
centagem.



Exemplo 1

Em uma sala de aula do 32 ano do Ensino Médio ha 25 alunos, sendo que, des-
ses, 12 sdo do sexo masculino. Podemos determinar de diferentes maneiras a
taxa percentual de alunos do sexo masculino da sala:

« Como 12 em cada 25 alunos sdo do sexo masculino, obtemos a fracéao %

Escrevendo uma fracao equivalente a 5__; com denominador igual a 100, temos:

12=12-4= 48 _48%
25 254 100
« Utilizando numero decimal:
E=|EI,48=£=-=ILB'}E.
25 100
» Utilizando regra de trés:
12, X

= 25x=1200=x=48

25 100
Portanto, a taxa percentual de alunos do sexo masculino dessa sala é 48%.

Exemplo Z

O tanque de combustivel de um carro, que tem capacidade para 45L, estava
cheio. Desse total, foram consumidos 18 L. Podemos determinar a taxa per-
centual do combustivel consumido da seguinte maneira:
Como 18 L de 45 L foram consumidos, escrevemos a fracao T Assim:
E:ﬂ,a#:ﬂ:dﬂ%
45 100
Portanto, a taxa percentual do combustivel consumido é 40%.

Exemplo 3

José ira pagar a taxa de condominio do prédio onde mora, que nesse més é

R% 512,00, antes do vencimento, obtendo um desconto de 8% sobre esse va-

lor. Podemos calcular o valor do condominio que José ira pagar da seguinte

maneira:

» Calculamos inicialmente quantos reais correspondem a 8% do valor do con-
dominio:

8% de 512 — %;512:1},&5-512:40,95

Subtraindo o valor obtido da taxa de condominio:
512-40,96=471,04
« Qutra maneira de obter a taxa de condominio com desconto & considerar R$ 512,00

como 100%. Com o desconto, o valor passou a ser 100% — 8% = 92%. Realizando
o calculo, temos:
92

92% de 512 — m-512=ﬂ,92*512= 47104

Portanto, o valor da taxa de condominio com o desconto é R$ 47104.

Exemplo 4

Fernanda pagou R$ 375,00 em uma prestacdo do financiamento de sua motoci-
cleta, o que corresponde a 12% de seu salario. Podemos calcular o valor do
salario de Fernanda da seguinte maneira:

Nomeando o salario de Fernanda de s, temos:

12% de s — %*5=3?5:>125=3?5{]D:}5=3?500

=s5=3125

Portanto, o salario de Fernanda é R$ 3125,00.

No 12 caso do exemplo 1,
foi simples obter a 5
fragao equivalente a =

25
com denominador 100.
Mo entanto, isso nem
sempre acontece.
Dessa maneira, diga
aos alunos que 0 modo
mais conveniente para
se obter a taxa
percentual depende da
situacao.

Para determinar a
taxa percentual
nesse caso, tambem
poderiamos utilizar
uma das outras
maneiras
apresentadas no
exemplo 1.
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Exemplo 5

Certo eletrodoméstico teve um reajuste de 3%, passando a custar R$ 590,00. Pode-
mos calcular o valor desse eletrodomeéstico antes do reajuste da seguinte maneira:

Nomeando de x o preco do eletrodoméstico antes do reajuste, esse preco era
100% de x. Apos o reajuste de 3%, o preco passou a ser 100%+3%=103% de x.
Assim, temos:

E}f{=EEHZ'.*:::rH]B::-l:=£’,tE:'lI]IfJI'CJ::»:-I:= o o

100
Portanto, o preco do eletrodoméstico antes do reajuste era de aproximada-
mente R$ 572,82.

= X=572,82

/ Atividades resolvidas \

R1. A mensalidade de um curso de inglés no més de setembro era de R$ 360,00. No més se-
guinte, o valor da mensalidade sofreu um acréscimo de 9%. Qual o valor da mensalidade
apos o acrescimo?

Resolucao
Podemos calcular o valor da mensalidade apds o acréscimo de duas maneiras.

» 132 maneira: calculamos o valor correspondente a 9% da mensalidade antes do acrés-
cimo e, em seguida, adicionamos o valor obtido ao da mensalidade de setembro:

9% de BED—}%-BEE}:QDQ-BEG:BEA

360+32,4=3924

» 22 maneira: consideramos o valor da mensalidade antes do acréscimo como 100%,
que, entdo, apds o acréscimo passou a ser 100% + 9% =109%:

109% de 3504%-360:1,09-36(]:392,4

Portanto, o valor da mensalidade apos o acréscimo é R$ 392, 40.

RZ. Marcia paga mensalmente uma prestacao correspondente a 5% do seu salario. Em
certo més, a prestacao teve um desconto de 4%, e o salario de Marcia, um acréscimo
de 8%. Nesse més, a qual porcentagem do salario correspondeu a prestacao?

Resolucao

Nomeando de F’[I £ Su os valores da prestacao e do salario, antes do desconto e do

acréscimo, respectivamente. 5
5 5
P.corresponde a 5% de S, P =—-8 =-1=
’ - © 07100 ° S 100

0

Sejam P e S os valores da prestacao e do salario, apés o desconto e o acréscimo,
respectivamente. A prestacao diminuiu 4%, e o salario aumentou 8%:; logo:

* P corresponde a 96% de F",:,—}F":E-F‘LJ
100% - 4% 100
108

» § corresponde a 108% de S, »S=——5,
100% + 8% 100

Desse modo, a razao entre o valor da prestacio e o do salario é:

==
P 100 ° P 9 B, P 96 5 P_2 — =
e e QX
s 108 o« "s 108 S, S 108 100 S 45

160 5

.

00

Portanto, nesse més, o valor da prestacéo correspondeu a 4,4% do salario de Marcia.



Z Atividades \\=

Anote as respostas no caderno.

1. Escreva cada fracao na forma de porcentagem.

a) i 30% c) 2 14% e) 1125%
10 50 8

b) L 68% d) 2 32%
25 i
. Escreva cada porcentagem em sua forma decimal.
a) 7% 007
b) 48% 0,48
c) 90% 0.9
d) 4,5% 0045
e) 6138% 0,6138

. Alessandra joga basquete pelo time da escola, e

em certo jogo arremessou 15 bolas a cesta.

Qual foi a taxa de aproveitamento de Alessandra
sabendo que foram convertidos 6 desses arre-

messos? 40%

. O Indice Geral de Precos de Mercado (IGP-M) é
o indice utilizado para o calculo do reajuste de

em que Roberto mora sera reajustado de acordo

com esse indice, que, no periodo considerado,

foi de 11,32%. Sabendo que Roberto paga
R$ 625,00 de aluguel, qual devera ser o novo

valor apos o reajuste? R$ 635,75

. Em certa oferta de um site de compras coletivas,

foram vendidas 450 unidades de determinado
produto, que é normalmente vendido por
R$ 59,00, com desconto de 60%, sendo permi-
tida a compra de apenas uma unidade por pes-
soa. Por algum motivo, 8% das pessoas ndo
retiraram o produto no prazo estabelecido, per-
dendo o direito ao produto, sem a possibilidade

de reaver o valor pago.

a) Com quantos reais de desconto esse produto

estava sendo ofertado? RS 35,40

b) Quantas pessoas deixaram de retirar o produ-

to no estabelecimento? 36 pessoas

6. Vimos nas paginas 8 e 9 que o valor do meio
circulante no Brasil no dia 11 de novembro de

2015 era de R$ 205 883 189 316,04. No dia se-

guinte, o meio circulante brasileiro contabilizou

R$ 204 324 679 384,04.

Essa diferenca indica que entre esses dois dias

ocorreu no valor do meio circulante: ¢
a) um aumento entre 0,5% e 1%

b) um aumento entre 1% e 2%
c) uma reducéao entre 0,5% e 1%
d) uma reducéao entre 1% e 2%

7. Guilherme fez a prova de um concurso publico,

mas nao foi aprovado. Veja a seguir o seu de-
sempenho.

el Namero Namero
Matéria z
de questoes  de acertos
Conhecimentos gerais 12 8
Informatica 13 7
Matematica 15 9
Portugués 10 3]

a) Quantos por cento das questdes da prova
ele acertou? 60%

b) Em qual matéria Guilherme obteve o melhor

desempenho? E o pior desempenho?
Conhecimentos gerais; Informatica
c ) Em seus estudos, a qual materia Guilherme

deve se dedicar mais para tentar ser aprova-
Informatica;

do no préximo concurso? Por qué? yma possivel

aluguéis de iméveis. O aluguel do apartamento resposta: pois nessa materia ele obteve o pior desempenho.

8. Antes de concluir a compra de um computador,

10.

Marisa realizou uma pesquisa de precos de um
mesmo modelo em duas lojas.

» Loja A: R$1290,00 com desconto de 8% no
pagamento a vista.

* Loja B: R$1350,00 com desconto de 14% no
pagamento a vista.

Em qual das duas lojas é mais vantajoso Marisa
realizar a compra a vista? Nessa loja, quantos

reais ela ira pagar pelo computador? ioja B:
Hé1151DD

Para atrair a atencao dos consumidores, um co-
merciante, percebendo que certo modelo de
ténis em sua loja custava R$ 20,00 mais caro que
na loja concorrente, realizou uma promocao
oferecendo 8% de desconto, para que 0 precgo
na sua loja ficasse R$ 10,00 mais barato que na
loja concorrente. Qual é o preco desse ténis na
loja concorrente? R$ 355,00

O preco de uma motocicleta, que custava
R$12 000,00, teve aumento de 25%. Devido a
queda nas vendas por causa do aumento, o pre-
¢0 dessa motocicleta sofreu uma reducgao, vol-
tando a custar o mesmo que antes do aumento.

a) Qual foi o preco dessa motocicleta apoés o
aumento? R$ 15000,00

b) Qual foi a taxa aplicada para que o preco da
motocicleta voltasse a ser o mesmo de antes
do aumento? 20%

c ) As taxas de aumento e reducéao foram iguais?

Justifique. Nao, pois R$ 3 000,00 correspondem a uma

taxa de 25% referente a R$12 000,00 e a uma taxa de 20%

referente a R% 15 000,00 e essas taxas sao diferentes.

13
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12.

13.

4.

15.

16.

17.

14

Uma revendedora de automoveis usados tem um
lucro de 12% por automovel vendido, sobre o

preco de venda. Supondo que em uma venda

ela obtenha lucro de R$2 520,00, por quantos
reais foi vendido esse automovel? R$ 21 000,00

Em uma negociacéo salarial entre o sindicato de

uma categoria e as empresas, verificou-se que,

se 0 piso salarial aumentasse 7%, passaria a ser

R$ 2 01160. Mas se o aumento for de 13%, qual
sera o piso salarial dessa categoria? R$ 2 124,40

Em um pequeno municipio, foram computados
10 300 votos para a eleicdo de prefeito. O can-
didato da situacdo (do mesmo partido politico
do atual prefeito) obteve 32% dos votos, e o
candidato da oposicao obteve 41% dos votos.

Quantos votos de diferenca houve entre esses
dois candidatos? 927

A diferenca entre dois numeros naturais é 40.
Adicionando 30% do maior numero com 60% do
menor numero obtemos 75. Quais sao esses
nidmeros? 110 e 70

O logotipo de uma empresa pode ser formado por

um simbolo que representa sua marca, indicando
0S servigos ou produtos
que comercializa. Muito
utilizado em anuncios, é
um modo de tornar a em-
presa conhecida. Veja o ¢
logotipo, em formato de
quadrado, de determina-
da escola infantil.

f
a) Quantos por cento do total representa a parte

amarela? E a parte verde? 125%:; 25% |
b) Em relacdo a parte azul, a parte vermelha

corresponde a quantos por cento a mais?
50%

O gerente de uma loja concedeu um desconto de
10% em certa mercadoria que custava R$ 40,00.

Devido ao grande volume de vendas dessa mer-
cadoria, o preco sofreu um acréscimo de 11%.

Podemos afirmar que o preco final dessa mer-
cadoria, em relacao ao preco inicial: c

a) aumentou R$ 0,40
b) nado sofreu alteracao
c ) diminuiu R$ 0,04

e) diminuiu R$ 0,40

Lucas comprou um sofa, uma mesa de jantar e
uma cama de casal, gastando no total R$ 4 755,00.
O sofa custou R$ 1 125,00 a mais que a mesa de

jantar, @ o preco da cama de casal &€ 45% do
preco do sofa. Qual é o preco de cada mercado-

ria comprada por Lucas? sofa: R$ 2 400,00; mesa
de jantar: R$ 1 275,00; cama de casal: RS 1 080,00

Acervo da editora

d) aumentou R$ 0,04

18.

19.

20.

Para produzir uma encomenda de certo tipo de
parafuso, uma industria colocou em funciona-
mento duas de suas maquinas. Da quantidade
total, a maquina A produziu 60%, e a B, 40%.
Sabendo que as maquinas A e B produzem,
respectivamente, 1% e 3% de parafusos defei-
tuosos, determine a porcentagem de parafusos
defeituosos dessa encomenda. 18%

(Enem-MEC) O tabagismo (vicio do fumo) é res-
ponséavel por uma grande quantidade de doencas
e mortes prematuras na atualidade. O Instituto
Nacional do Cancer divulgou que 90% dos casos
diagnosticados de cancer de pulméao e 80% dos
casos diagnosticados de enfisema pulmonar
estao associados ao consumo de tabaco. Para-
lelamente, foram mostrados os resultados de
uma pesquisa realizada em um grupo de 2000
pessoas com doencas de pulmao, das quais
1500 séo casos diagnosticados de cancer e 500
sao casos diagnosticados de enfisema.

Com base nessas informacoes, pode-se estimar
que o numero de fumantes desse grupo de 2000
pessoas €, aproximadamente: e

a) 740 d) 1620
b) 1100 e) 1750
c) 1310

Enfisema pulmonar: doenca
caracterizada pela perda da elasticidade
da musculatura pulmonar, geralmente
causada por uma irritacao prolongada.

Nicolo Tartaglia, também conhecido como “o
gago”, devido a um ferimento no céu da boca,
nasceu em Brescia (1499) e faleceu em Veneza
(1557), na Italia. Credita-se a Tartaglia o mérito
de ser o primeiro a utilizar Matematica na balis-
tica de artilharias. Ele também escreveu o que
se considera a melhor Aritmética do século XVI,
que contém discussdes de operacdes numeéricas
e Aritmética mercantil de seu tempo.

Fonte de pesquisa: EVES, Howard. Introducao a histdria da matematica.
Tradugao Hygino H. Domingues. Campinas:

Ed. da Unicamp, 2004. p. 307-308.

Resolva o problema a seguir proposto por Tartaglia,
que envolve transacoes financeiras entre moedas

distintas.

-

Se 100 liras de Modena equivalem a 115 liras
de Veneza, 180 liras de Veneza valem 150 em
Corfu, e 240 liras de Corfu montam a 360 liras
de Negroponte, por quantas liras de Mddena se
cambiam 666 de Negroponte?

[..] aproximadamente 463,30 liras de Modena

EVES. Howard. Introdugio a historia da matematica. Traducao Hygino
H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004. p. 322



/Acréscimos e descontos sucessivos

No topico anterior, vimos algumas situacdes envolvendo acréscimos e descon-
tos. Nelas, tanto os acréscimos quanto os descontos incidiam sobre o valor inicial.
Agora, iremos estudar algumas situacdes envolvendo acréscimos e descontos su-
cessivos. Veja alguns exemplos:

Exemplo 1

Em um supermercado, 1L de leite custava R$ 3,80. Em razdo da baixa produti-
vidade na entressafra, o produto teve, durante trés semanas, acréscimos de
2%, 2% e 3%, respectivamente.

Preco de 1L de leite em um supermercado

Preco (R$) Os dados apresentados
acréscimo de no grafico sao ficticios.
3% sobre B
acrescimo de
e 2% sobre A
acréscimo de
5% sobre R$ 3,80 l C
|
|
A : :
1 |
1 | |
| | |
| | |
3,80 : : :
| | |
| | |
l l l
| | |
vz : l l
I I i E
l : : :
: : . Tempo L
' ' ' semana) °
J 1 2 3 | ) 2

Fonte: Supermercado.

Podemos calcular o preco do litro de leite nesse supermercado apds os acrés-
cimos da seguinte maneira:

100%+5%
2 i 105
12 acrescimo: 105% de 38 — m-a,a =1.05:3.8=3,99

100%+2%
. iy 102
22 acrescimo: 102% de 3,99%m13,99=1,ﬂz-3,99=4,ﬂ?

' . 100%+3% 103
32 acréscimo: 103% de 4,07 — ﬁ-dl,ﬂ?:t 03-4.07=4,19

Outra maneira de calcular o preco do litro do leite & obter uma unica porcenta-

Mote que a
gem jequil..ralejnte ;%ms trés acréscimos. Para isso, basta multiplicar os fatores de pnrce?]tagEm de
atualizacao, isto e: acréscimo é calculada
1,05-1,02-1,03=1,10313=110,313% Rohive o velor obbidy

anteriormente.

Os valores 1,05; 1.02:

110,313% de 38 —> 112913 38 _110313.3,8=4,19 RS e
100 fatores de

atualizacao.

Agora, efetuamos o calculo:

110313%-100%
o —

A porcentagem 10,313% equivale aos trés acrescimos sucessivos.

Portanto, o preco de 1L de leite nesse supermercado apds os trés acréscimos
é R$ 4,19.
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Quando os acréscimos sao sucessivos, podemos realizar os calcu-
los da seguinte maneira:

Chamamos de P, o valor inicial e de i, i,, i,,..., i_ as taxas de acrésci-
mos sucessivos em decimal. Os valores obtidos apds cada acrésci-
mo, denominados P, P,, P,,..., P, respectivamente, podem ser cal-
culados por:

P, =Py (1+i,)
P, =P, (1+i,)
P, =P, (1+i,)

P.=P_,-(1+i,)=P,-(1+i)-(1+1,)- (1+1)-...-(1+1i))
Assim, o valor final P, = P € dado por:

PPy (14+1)-(14+1)-(1+E)-.-(1+})

Exemplo 2

Uma loja de eletrodomésticos esta realizando uma liquidacao. Um televisor de
LED, por exemplo, que inicialmente custava R$ 2 500,00, sofreu um desconto de
20%: se o cliente pagar a vista, ha mais 10% de desconto sobre o valor de li-
quidacdo do produto. Podemos calcular o preco do televisor pago a vista na
liquidacao da seguinte maneira:

Calculamos o preco do televisor apos cada desconto:

100%—20% 80
12 desconto: 80% de 2 500 — mﬁﬂ 500=0,8-2 500=2 000

100%-10% 90
22 desconto: 90% de 2 000 — m*? 000=0,9-2000=1800

Mote que a porcentagem de desconto e calculada sobre
o valor obtido anteriormente.

Os valores 0,8 e 0,9 também sao chamados fatores de
atualizacao.

Outra maneira de calcular o preco do televisor & obter uma Unica porcentagem,
equivalente aos dois descontos. Para isso, basta multiplicar os fatores de atua-
lizacao, isto é:

0,8-0,9=0,72=72%
Agora, efetuamos o seguinte calculo:

72% de 2500 — %-2 500=0,72-2500=1800

100%—72%
ey

A porcentagem 28% é equivalente
aos dois descontos sucessivos.

Portanto, o preco do televisor apds os dois descontos € R$1800,00.



Quando os descontos sdao sucessivos, podemos realizar os calculos da se-
guinte maneira:

Chamamos de P, o valor inicial e de i,i,i,...,i, as taxas de descontos su-

cessivos em decimal. Os valores obtidos apos cada desconto, denominados

P,P,P,.. P, respectivamente, podem ser calculados por:

P,=P,-(1-i,)
P, =P,-(1-i,)
P, =P, (1-is)

=Fn_+'(1_in)=Pn '(1_i1)'[1_i2)'(1_i3)1""{1_i"]

Assim, o valor final P =P e dado por:
P=P,-(1-i)-(1-i,)-(1=iy)- ... -(1=1))

fAtividan:iEE resnluidas\

R3. Certa loja concedeu 10% de desconto em um produto e logo apos, pelo pagamento a
vista, mais 40% de desconto no mesmo produto. Esses descontos correspondem a
um uUnico desconto de quantos por cento?

Resolucao
Para calcular o desconto unico, multiplicamos os fatores de atualizacao.

100%-40%=60%
0,9:-0,6=0,54=54%
100%-10%=90%

Portanto, descontos sucessivos de 10% e 40% correspondem a um unico desconto
de 46%, pois 100% —-54% =46%.

R4. Uma loja vende produtos pela internet e, sobre o preco do andncio, sdo acrescidos 3% de
comissdo para o site. Quanto um consumidor ira pagar por um produto anunciado por
R$ 130,00 se ele receber desconto de 10% sobre o preco ja acrescido da comissao do site?

Resolucao

O valor inicial € P,=130, a taxa de acréscimo € i =0,03 e a taxa de desconto e j,=0,1.
B e

Logo: 3% 10%

P=130-(1+0,03)-(1-0,1)=130-1,03-0,9=120,51

acréscimo desconto

Portanto, o consumidor ira pagar R$ 120,51 pelo produto.

Para n acréscimos e m descontos aplicados sucessivamente a um valor
inicial Fn. podemos calcular o valor final P utilizando a formula:
descontos sucessivos

P=P, - {1+i1)-...-(1+in} - (1—i1)'---'(1_im]

ACrescimos sucessivos

R5. Responda e justifique a seguinte questao:
Dado um valor inicial P,, se aplicarmos, sucessivamente, um acréscimo e um descon-
to, ambos de 10%, entdo obteremos o préprio valor P,?
Resolucao

N&o, pois P=P,-(1+i)-(1-j)=P,- (1+0,1) -(1-0,1)=P,-1,1-:0,9=F,-0,99
: s 99%

acrégcimn descfnntn
de 10% de 10%

O valor final € 99% do valor inicial. Portanto, néo & o préprio valor P, .
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R6. Sobre uma fatura, & cobrado 0,1% de acréscimo sucessivo por dia de atraso. Por essa
fatura foi pago R$ 311,24, com quatro dias de atraso.

Determine o valor dessa fatura caso ela tivesse sido paga:
a) em dia b) com um dia de atraso

Resolucao
a) O valor final da fatura € P=311,24. Assim, segue que:

acréscimo de 0,1% acrescimo de 0,1%
no J:J_dia no %:‘_dia |
311,24 =PF,- (1+0,001) - (1+0,001) - (1+0,001) - (1+0,001) =
acréscimo de 0.1% acréscimo de I!],I1'}E
no 2= dia no 4= dia
311,24
311,24=P,- 1001 =>P,=——— =310
= : =" 1004

Portanto, o valor da fatura paga em dia seria aproximadamente R$ 310,00.

0 célculo de 1001 pode ser realizado com uma calculadora cientifica:

(1 B - By o BN o BY 1 BY BN 4 BN =

1. 84

.3
e R S

Camila Ferreira

Em algumas calculadoras, a tecla m substitui a tecla n

b) Do item a, temos que o valor inicial & aproximadamente R$ 310,00. Logo:

acréscinlg de 0,1%

1

P=310- (1+0,001) = 310-1,001= 310,31

Portanto, o valor da fatura paga com um dia de atraso seria aproximadamente
R$ 310,31.

R7. (Enem-MEC) Um laboratdério realiza exames em que é possivel observar a taxa de gli-
cose de uma pessoa. Os resultados sdo analisados de acordo com o quadro a seguir.

Hipoglicemia Taxa de glicose menor ou igual a 70 mg/dL
Normal Taxa de glicose maior que 70 mg/dL e menor ou igual a 100 mg/dL
Pré-diabetes Taxa de glicose maior que 100 mg/dL e menor ou igual a 125 mg/dL

Diabetes Melito  Taxa de glicose maior que 125 mg/dL e menor ou igual a 250 mg/dL

Hiperglicemia Taxa de glicose maior que 250 mg/dL

Um paciente fez um exame de glicose nesse laboratério e comprovou que estava com
hiperglicemia. Sua taxa de glicose era de 300 mg/dL. Seu médico prescreveu um tra-
tamento em duas etapas. Na primeira etapa ele conseguiu reduzir sua taxa em 30% e
na segunda etapa em 10%.

Ao calcular sua taxa de glicose apds as duas reducdes, o paciente verificou que esta-
va na categoria de:

a) hipoglicemia b) normal c) pré-diabetes d) diabetes melito e) hiperglicemia

Resolucao

A taxa de glicose T apos as reducoes é:
T=300-(1-0,3)-(1-0,1)=189 —189 mg/dL

Logo, ele esta na categoria diabetes melito.
Portanto, a alternativa correta é a d.



.
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Z1,

23.

24,

r

26.

Escreva as taxas acumulativas, de acréscimos ou
descontos sucessivos, e represente-as por uma

unica porcentagem.

a) acréscimos de 4% e 8% acrescimo de 1232%
b) desconto de 13% e 6% desconto de 1822%
c) trés acréscimos de 5% 2Crescimo de

d) dois descontos de 3% e acréscimo de 7%
acrescimo de aproximadamente 0,68%

. Um pequeno produtor rural vende um quilograma

de certa hortalica por R$ 0,60 a um intermediario,

que a revende a uma central de abastecimento
com lucro de 30%. A central, por sua vez, vende
a um supermercado, lucrando 40%, e 0 super-
mercado revende ao consumidor final com lucro
de 50%. Quantos reais o consumidor final paga

pelo gquilograma dessa hortalica?
aproximadamente R$ 164

Em uma loja, certo modelo de camiseta, que cus-

tava R$ 72,00, teve aumento em seu preco de 8%.

Como diminuiram as vendas desse modelo, a loja
realizou uma promogao na compra a vista, ofere-
cendo 15% de desconto. Qual é o valor a ser pago
por um cliente que comprar esse modelo de ca-

miseta efetuando o pagamento a vista?
aproximadamente R$ 66,10

Ao longo de dois anos, o salario de Roberta foi
aumentado em 2%, 6% e 4%. Sabendo que apods
esses reajustes o salario dela passou a ser
R$ 2102,72, em quantos reais aumentou o sa-

lario de Roberta nesse feriﬂda?
aproximadamente R$ 232,7

Alex comprou certa mercadoria por R$6000 ea
colocou a venda por um preco que vai lhe render

25% de lucro. Como nao conseguiu vendé-la,

resolveu conceder um desconto de 12%, caso a

compra seja feita a vista.

a) Quantos reais um consumidor tera de desem-

bolsar caso efetue a compra a vista?R$ 66,00

b) Qual é a porcentagem que Alex lucrara se a |

mercadoria for vendida a vista? 10%

(Enem-MEC) Para aumentar as vendas no inicio do
ano, uma loja de departamentos remarcou 0s precos

de seus produtos 20% abaixo do preco original.

Quando chegam ao caixa, 0s clientes que possuem
o cartao fidelidade da loja tem direito a um desconto

adicional de 10% sobre o valor total de suas compras.

Um cliente deseja comprar um produto que cus-
tava R$ 50,00 antes da remarcacédo de precos.
Ele nao possui o cartao fidelidade da loja.

Caso esse cliente possuisse o cartéo fidelidade
da loja, a economia adicional que obteria ao

efetuar a compra, em reais, seria de: e
a) 15,00 c) 10,00 e) 4,00
b) 14,00 d) 5,00

aproximadamente 1576%

21. Em certo ano, em determinada regidao, no més de

28.

29.

30.

31.

3L,

Marcio Jose Bas tos SilvasShutterstock cam

fevereiro, choveu 18% a mais que no mes de ja-
neiro. Em contrapartida, choveu no mes de marco
15% a menos que no més de fevereiro. Em qual
mes choveu mais nessa regiao, em janeiro ou em
marc¢o? Quantos por cento? margo; 0,3%

Certa loja promoveu uma liquidacao na qual o
consumidor poderia escolher entre dois tipos de
desconto para pagamento a vista: dois descon-
tos sucessivos de 35% ou um unico desconto de
60%. Qual dos tipos de desconto € mais vanta-

joso para o consumidor? Um unico desconto
de 60%.

Um investidor comprou um terreno por R$ 260 000,00.
Supondo que tivesse investido esse capital em um
banco, com juro de 15% ao més, durante 4 meses
e, em seguida, realizasse a compra do mesmo
terreno, que apos esse tempo valorizou-se 4%, o

investidor teria lucro ou prejuizo? De quantos reais?
lucro de aproximadamente R$ 5554,52

A cotacao do doélar em certo pais aumentou x%
em abril, 35% em maio e recuou 2,4% em junho.
sabendo que a porcentagem unica dos trés
reajustes é equivalente a 3,04% de aumento,

determine a porcentagem de aumento em abril.
aproximadamente 2%

Para aumentar em 50% a area de um triangulo
qualguer, quantos por cento devemos aumentar
a medida da altura, se a medida da base for
aumentada em 20%? 25%

Uma empresa de transporte coletivo municipal
reajustou 3 vezes a tarifa do énibus nos ultimos
quatro anos. Os reajustes foram de 5%, 4% e
5% respectivamente, sendo que a tarifa passou
a ser de R¥§ 4,65.

d Onibus na
cidade de
Curitiba, no
Parana,
em 2014,

a) Qual seréa a taxa considerando apenas o0s dois
A " O«
primeiros reajustes? E os trés reajustes? L%

b) Qual era o valor da tarifa antes dos trés reajustes?
aproximadamente R 4,06

33. Determinado produto custava R$ 600,00 e sofreu

dois descontos sucessivos, de 7% e x%, e, em
seguida, um aumento de 15%. Calcule o valor
do desconto de x%, sabendo que o valor atual
do produto é de R$ 577,53. 10%
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*Explique aos alunos
que guando ocorre
baixa persistente e
generalizada dos
precos, chamamos
de deflacao.

\
<cnl"ltEXtﬂ -_2 Infl_aq_éu .__‘-

34. O aumento persistente e generalizado dos precos de bens e servigos é conheci-
do como inflagédo. Altas taxas de juros, desequilibrio da balanga de pagamentos,
emissdo de moeda para cobrir déficit publico, aumento de preco e altos custos

de producao sao algumas das causas da inflagao, que podem gerar um dese-
quilibrio na economia de um pais’

Entre os anos 1980 e inicio dos anos 1990 o Brasil passou por um periodo de
hiperinflacao, levando os comerciantes a trocarem o preco dos produtos quase
que diariamente. Nessa época, a inflacdo permaneceu acima dos dois digitos,
chegando a 82,39% em margo de 1990.

“*Explique aos alunos que os produtos gue compdem a cesta sao identificados em
termos de participagao na despesa. O arroz, por exemplo, tem peso maior que ©
macarrao, por ser um dos itens mais consumido.

= s e A v o)

Nus tragdes: Lais Garbelini

* Pesquisadores visitam algumas Com os produtos listados, os
residéncias e coletam informacdes pesquisadores seguem até os
ftfﬂmtts aos produtos que estabelecimentos cadastrados
familias utilizam e os locais em que que fornecem as informacdes
elas compram. Desta forma, de precos a cada més.
determinam os produtos e servicos
gue vao compor a cesta.




Na tentativa de combater a inflagao surgiram alguns planos que alteraram a
moeda de circulacao no pais: o Cruzado (1986), Cruzado Novo (1989), Cruzeiro
(1990), Cruzeiro Real (1993) e o Real (1994).

Para garantir que a inflacdo permanecesse dentro de um patamar maximo prees-
tabelecido, em 1999, o Brasil adotou metas controladas pelo Banco Central por
meio da chamada taxa Selic. Além disso, passou a utilizar véarios indices para
medir a inflacdo, como o indice de Precos ao Consumidor Amplo (IPCA) e o
indice Nacional de Precos ao Consumidor (INPC).

Resumidamente, o INPC, calculado por meio do IPC (indice de Precos ao Con-
sumidor) regional, abrange as regioces metropolitanas de Belem, Belo Horizonte,
Curitiba, Fortaleza, Porto Alegre, Recife, Rio de Janeiro, Salvador, Sao Paulo e
Vitdria, além de Brasilia e 0os municipios de Goiania e Campo Grande. Para de-
terminar o IPC de cada regido é realizada a comparacao dos valores da cesta
padrdo (composta de itens referentes a alimentacdo, a agua, a luz, ao aluguel e
a saude) em um determinado periodo. Por exemplo, se uma familia teve o
gasto de R$ 1512,00 com a cesta no més de janeiro de 2017 e para a
mesma cesta teve o gasto de R$ 1563,00 em janeiro de 2018, temos

que o aumento do custo de vida dessa familia foi de:

15693-1512
15612

=(0,054 — aproximadamente 5, 4%

Fontes de pesguisa:
<www.ibge.gov.br/home/
estatistica/indicadores/precos/
inpc_ipca/INPC2006. pdf>.
Acesso em: 13 now. 2015.
<www.brasil.gov. br/feconomia-e-
emprego/2012/04/inflacacs.
Acesso em: 13 now. 2015.

<www.bcb.gov. br/TMOEDASBC .
Aceszo em: 13 now. 2015.

<www.ibge.gov.br/home/
estatistica/indicadores/precos/
inpc_ipca/defaultinpc.shtme.
Acesso em: 13 nov. 2015.

a) Uma possivel resposta: o
aumento persisiente e

generalizado dos pregos de
bens e servicos.

***Explique aos alunos gue a
inflacao controlada auxilia no
desenvolvimento econdmico do
pais, aumentando o potencial de
crescimento da economia, a
geracao de empregos e de renda.

:
_ g
. qr. 1 5: a)
Iy oo : _:
\ - — J = b )
g
-
== Y
g
As informacdes coletadas sao
repassadas a um grupo técnico
Espmalizado em processamento de i s
; =
g
retorna ao eslahelen g
conferir o preco. E
3
2 d)
g

A inflacao é calculada por
meio da variacao de um
periodo para o outro por
um grupo de especialistas

(Coordenacao de indices de

Precos - COINP) e depois
divulgada ao publico.

De acordo com as informacoes apre-
sentadas, resolva as questoes.

O que vocé entende por inflacdo?

Vocé acha importante o pais manter

mfla%aﬂ cﬂntrniada*? Por qué? «=
a pessoal.
ara compensar a inflagao de

8.5% acumulada em certo perio-
do, a empresa reajustou o salario
de Luiza nesse mesmo percentu-
al, passando a R$ 2 582,30. Qual
o valor do salario de Luiza antes
desse reajuste? R§ 2 380,00

Nos anos de 2012, 2013 e 2014 ©
IPCA registrado no Brasil foi de
5,84%, 5,91% e 6,41%, respecti-
vamente. Qual é o IPCA Uunico

equivalente nesse periodo?
aproximadamente 19,28%
Esr:-:}]ha um dos indices de inflagao

e faca uma pesquisa para verificar
0s valores medidos nos ultimos
12 meses. Registre essas informa-

coes em uma tabela.
A resposta depende do anc vigenie.

Matematica financeira

Explique aos alunos que existem outros indices que
medem a inflagao, alem daqueles indicados no texto,
como o indice Geral de Precos (IGP). Os valores de
alguns desses indices podem ser obtidos no site do
Banco Central do Brasil: <http:/tub.im/5pkitv3s.
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/luro

Quando uma pessoa realiza um empréstimo no banco, ela deve pagar, alem da
quantia emprestada, um valor a mais, correspondente ao juro, isto &€, um tipo de
“aluguel” pelo periodo em que o dinheiro ficou emprestado.

Outra circunstancia envolvendo juro acontece quando uma pessoa faz uma apli-
cacao de certa quantia, seja em caderneta de poupanca ou em outro investimento.
Nesse caso, a pessoa recebe juro de acordo com o periodo em que essa quantia

ficou aplicada.
Quando o pagamento de uma fatura é efetuado com atraso, esta & acrescida de
juro correspondente ao tempo de atraso.

A seguir, veja alguns termos utilizados em situacdes que envolvem juro.

luro (j): rendimento

Taxa de juro (i): ouU acréscimo pago
porcentagem que se Tempao (t): periodo pelo investimento
recebe de rendimento em em que se investe ou ou emprestimo de
um investimento ou que o empresta certa certa guantia.
se paga pelo emprestimo / guantia, podendo ser $
de certa quantia. o dado em dias, meses,
anos etc.

Capital (c): Montante (M): soma ﬁ

quantia em do capital com o juro, i

dinheiro investida indicado por M=c+j, $ E

un

ou emprestada.

Neste topico, iremos estudar o juro simples e o juro composto.

Juro simples

Simone fez uma aplicacdo no valor de R$ 1000,00 durante 7 meses, a taxa de juro
simples de 0,65% a.m. (a0 més). Podemos calcular o montante obtido por Simone

ao final da aplicacao da seguinte maneira:
« capital (valor da aplicagdo): R$1000,00 — ¢c=1000
» tempo (periodo da aplicacdo): 7 meses — t=7
» taxa de juro: 0,65% a.m. — i=0,65%=0,0065

Calculando o juro simples ao final de cada més, temos:

0,65% de 1000 — A5
100

-1000=0,0065-1000=6,5 — R$6,50

Como o capital ficou aplicado por 7 meses, multiplicamos o juro de um més por 7.
6,5-7=45,5 — R$ 45,50

Note que, para determinar o valor do juro, multiplicamos o valor do investimento
pela taxa de juro e pelo tempo da aplicacao, ou seja:

j=c-i-t
j=1000-0,0065-7=45,5
Como queremos determinar o montante, adicionamos o capital e o juro.
M=c+]
M=1000+455=10455
Portanto, o montante obtido por Simone ao final de 7 meses é R$1045,50.



Calculamos o juro simples por meio da férmula:
j=c-i-t
Nessa formula:

*» j: juro = c: capital = i: taxa de juro simples = t: periodo de tempo
Para calcular o montante, utilizamos a seguinte férmula:
cHt
M=c+j=>M=c+c-i-t= M=c(1+it)
Nessas formulas, ao substituir a taxa de juro, devemos escrevé-la na forma decimal.

Ao utilizar as formulas apresentadas anteriormente, temos que verificar se a taxa
de juro e o periodo de tempo estdao em uma mesma unidade de tempo. Por exem-
plo, se a taxa de juro & dada ao ano, o periodo de tempo também deve estar em
anos. Em casos em que isso nao ocorra, devemos transformar a taxa ou o periodo Duas taxas sao

a mesma unidade de tempo. Eq“w?lentEE QUAREO
se aplicadas em um

No juro simples, uma taxa de 2,1% a.m., por exemplo, € equivalente a 25,2% a.a., mesmo capital e
pois 0,021-12=0,252 . durante um mesmo
2.1% 25.2% periodo de tempo,
De maneira semelhante, uma taxa de 36% a.a. & equivalente a 3% a.m., pois F"ﬂd_UEE”" montantes
0,36:12=0,03. IBHALS;
e et ot
36% 3%

/ Atividades resolvidas

RB. Sérgio aplicou R$ 12 000,00 no sistema de juro simples e, apés 10 meses, retirou 0 montante
de R$ 12900,00. Qual foi a taxa mensal de juro que rendeu o investimento de Sérgio?

Resolucao
Utilizando a formula M:c-(‘l+i-t), para M=12900, c=12000 e t=10, temos:

12 900=12 000-(1+i-10) = E Egg=1+1D-i::-1,[}?5-1=1ﬂ~t:}i=n‘u?5

Portanto, a taxa de juro foi 0,75% a.m.

=1=0,0075=0,75%

R9. Qual é o prazo necessario para que um capital de R$ 450,00 dobre de valor, a juro
simples de 1% a.m.?

Resolucao
Se o capital dobrar de valor, entdo M=900. Substituindo c=450 e i=0,01 em M=c -(1+i-t),
temos: 2-450

QDU=4SD-[1+U,D‘I-t]:>%=1+0.01-t:}2—1=ﬂ,01-t~_ﬂ=%::>t=‘|00

Portanto, sdo necessarios 100 meses ou 8 anos e 4 meses.

R10. Para o cliente que atrasa o pagamento da fatura mensal, uma companhia de abastecimento
de agua cobra multa diaria de 0,4% sobre o valor da fatura do més. O fornecimento de agua
€ interrompido quando o valor da multa torna-se maior que 20% do valor da fatura sobre o
qual incide a multa. Considerando o més com 30 dias, determine o nimero de meses e dias
de atraso até que a companhia faca o corte do fornecimento de agua por falta de pagamento.

Resolucao

Temos que 20% do valor de ¢ da fatura é dado por:
20

——-.c=0,2¢c
100

Assim, segue que:
j>0,2c=c-i-t1>0,2c=c¢c-0,004-1>0,2c=0,004t>02=1t> D6§4 =1>50

Logo, o corte no fornecimento de agua sera feito apés 50 dias de atraso.

Matematica financeira 23



T i
AtIUIdEdES Anote as respostas no caderno.

35.

36.

37.

38.

39. Ao ser aplicado no regime de juro simples, um
capital rende, apos 14 meses, juro de R$ 566,44

41.

42,

43.

24

Calcule quanto um capital de R$ 550,00 rende,
quando aplicado a regime de juro simples a uma

taxa de:

a) 3% a.m., durante 4 meses R$66,00

b) 4,5% a.m., durante 1 ano R$297,00

c) 6% a.a., durante 7 meses R$19,25

d) 0,05% a.d. (ao dia), durante 2 meses RS 16,50

Qual é o juro que um capital de R$ 140,00 rende
se aplicado no regime de juro simples com taxa

de 0,8% a.m., durante 9 meses? R$ 10,08

Sabendo que um capital ¢, aplicado a juro sim- |

: 1
ples, rende em 4 meses o equivalente a z de seu

valor, determine a taxa de juro mensal. 5%

Julio aplicou, sob regime de juro simples, a impor-
tancia de R$ 7 500,00, com taxa de 2,5% a.m., por

um periodo de dois trimestres.

a) Qual era o montante ao fim desse periodo?

R$ 862500

b) Devido a pagamentos de impostos, o mon-
tante a ser retirado por Julio sofrera uma
reducdo de 3%. Qual sera o valor liquido

retirado apos esse investimento? R$ 8 366,25

a uma taxa de 17% a.m.

a) {]gal € 0 montante obtido apds um semestre?

480,76

b) (guanms reais de juro esse capital rendera se

aplicado durante 2 anos? R$ 971,04

. Um capital de R$ 860,00, aplicado a juro simples
com taxa anual de 30%, apds certo periodo de
tempo resulta em um montante de R$989,00.
Determine quantos meses esse capital ficou
aplicado para obtencao desse montante. 6 meses

De guanto tempo um capital necessita para ser
triplicado, se aplicado a uma taxa de juro sim-

ples de 8% ao més? 25 meses

Certa loja de informética vende uma impressora a |
vista por R$ 270,00, ou em parcela uUnica de
R$ 298,35, paga 90 dias apds a compra. Caso um
consumidor deseje comprar pagando apoés os 90
dias, qual sera a taxa mensal de juro simples paga?

3,.9%

Um agente financeiro aplicou R$ 30 000,00 em um
fundo de investimentos que rende juro simples
de 21% a.m. Se a retirada total aconteceu 56 dias
apos a aplicagao, calcule o rendimento, admitin- |

do que um més tenha 30 dias. R$ 117600

44,

45.

46.

4].

48.

Certo investidor aplicou simultaneamente, em
regime de juro simples, durante 8 meses, dois
capitais da seguinte maneira:

» investimento A: R$ 5000,00 com taxa de juro
de 3% a.m.

« investimento B: R$ 4 500,00 com taxa de juro
de 42% a.a.

a) Qual dos investimentos gerou o maior rendi-

mento? investimento B

b) Se o investidor fizesse apenas uma aplica-
cao, com todo o capital, qual deveria ser a
taxa de juro simples mensal para obter a
mesma rentabilidade? aproximadamente 324%

Considere o investimento de certo capital duran-
te um periodo de tempo no regime de juro sim-
ples. Qual das taxas de juro oferece a maior
rentabilidade apds esse periodo de tempo:
0,06% a.d., 14% a.m. ou 18% a.a.? 0,06% a.d.

Uma divida de R$ 350,00 foi paga integralmente
apos t meses com juro de R$ 105,00, a uma taxa

mensal de juro simples i. Determine possiveis va-

lores parat e i Algumas possiveis respostas:
t=5 e i=6%;
t=4 e i=7,5%.
Um cliente tomou como empréstimo a importancia

de R$3500,00 de uma instituicdo financeira,
por determinado periodo, com taxa de juro sim-
ples de 88,8% a.a., pagando ao final R$ 5313,00.
Quantos meses durou esse empréstimo, consi-
derando que cada més tem 30 dias? 7 meses

Em certa loja, Daniele comprou o refrigerador
indicado no cartaz em duas parcelas iguais a
R$ 1100,00: a 12 no ato da compra, e a 22 apods
30 dias, acrescida de juro.

Shutterstock.com

Faotomaontagem de Desenhorama Estadio
formada pela imagem Cus omdesigners’

a) Qual é a taxa de juro mensal cobrada por
essa loja? 10%

b) Quantos reais Daniele economizaria se pa-
gasse o valor total a vista, sabendo que no
pagamento a vista o consumidor tem 8% de
desconto” RS 268,00



Juro composto

A Matematica primitiva comecou a ser desenvolvida a partir de embasa-
mentos praticos, quando, ao longo dos rios Nilo, Tigre, Eufrates, entre ou-
tros, surgiram sociedades desenvolvidas, como os babilénios e os egipcios.
A partir de tarefas como o controle de inundacdes desses rios e da drena-
gem de pantanos, possibilitou-se o desenvolvimento de tecnologias e da
Matematica, originando-se a chamada Matematica primitiva. Essas praticas
requeriam o calculo de calendarios funcionais, o desenvolvimento de um sis-
tema de pesos e medidas, a criacdo de métodos de agrimensura, a institui-
cdo de praticas financeiras e comerciais para o lancamento e a arrecadacao
de taxas etc. Alguns dos documentos, registrados em tabulas, mostram que
0s sumérios, antiga civilizacdo que viveu na regidao da Mesopotamia por vol-

Tabula mesopotamica que

. - .. . ) _ ] apresenta calculos
ta de 2100 a.C., ja utilizavam varios tipos de conhecimentos financeiros, financeiros, exposta no

como os atualmente denominados juro simples e juro composto. Pusen oo Lonvies na Franca,

Fonte de pesquisa: EVES, Howard. Introdugao a historia da matematica. Tradugio Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004.

Para iniciarmos o estudo com juro composto, considere.

Exemplo

Talita aplicou R$ 2 580,00 a uma taxa de juro composto de 3% a.m. durante 3 meses.
Podemos calcular o montante obtido ao final dessa aplicacao da seguinte maneira:

O sistema de juro composto corresponde a um caso particular de acréscimos
sucessivos, cujas taxas de acréscimo sao todas iguais. Para calcular os acrés-
cimos sucessivos, utilizamos a seguinte féormula:

P=P,-(14i)-(1+1,) - (14iy)-...- (1+1,)
Fazendo P=M e P,=c, temos:

M=c-(1+i,)-(1+0,) - (1+1) ... (1+1,)
Substituindo na férmula ¢ por 2580 e i, =i, =i, por 0,03:

M=2 580-(1+0,03)-(1+0,03)-(1+0,03)=2 819,24

Portanto, o montante obtido ao final da aplicacao foi aproximadamente
R$2819,24.

Calculamos o montante obtido ao aplicar um capital a juro composto da se-
guinte forma:

M=c:(1+0)-(1+1,)- (1+15) ... (1+1,), em que i =i, =i =...=i =i

Como as taxas de acréscimos estao associadas a um periodo de tempo, te-
mos que n=t. Logo:
M=c-(1+i)-(1+i)- (1+i)-...- (1+0)
L ! fatanE_iguais J

M=c-(1+i)

No juro composto, ndao podemos multiplicar ou dividir uma
taxa dada em certo periodo e obter uma equivalente em
outro periodo, como ocorre no juro simples. No caso do
juro composto, é necessario realizar outros calculos.

Utilizando essa féormula para obter o montante da situacdao apresentada anterior-

mente, temos: l
M=c-(1+i)

M=2580-(1+0,03)’ =2 580-1,03* =2 819,24

Matematica financeira

Foto: Brideeman Images/Easypix

€. 2400 a.C. Museu do Lowre, Paris (Francal.
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fAtividades resulvidas\

R11.

R1Z.

R13.

Utilizando uma calculadora, determine o montante obtido ao final de cada um dos trés
primeiros meses, ao investir um capital de R$ 235,00 a juro composto de 5% ao més.

Resolucao
O montante, ao final do 12 més, é obtido acrescentando-se 5% ao capital, ou seja, em
uma calculadora comum, multiplicamos 1+0,05=1,05 por 235, nesta ordem. Para de-

; Z . oo |
terminar o montante do mes seguinte, digitamos novamente a tecla \9
As etapas de calculos necessarios na

ey (o) — g, resolugao dessa atividade podem variar
'-klg%k;)%'&%i@)%ﬁ)% de acordo com o modelo da calculadora.
JORORORC @ S

lustracbes:
Camila Ferreira

=
-4

246575 || esaoes!| || enens

8 .-"ﬁ‘-, = -~ I_l..-d--- l___-—a
Ao digitar novamente a tecla | =), a calculadora repete a operacao UJ d Lﬂ:l
T CRR, . . .
@ %), isto é, multiplica o resultado anterior por 1,05. Desse modo, obtemos
o montante do més seguinte no sistema de juro composto.

Portanto, os montantes obtidos ao final dos trés meses sdo, aproximadamente, na
ordem: R$ 246,75, R$259,09 e R$272,04.

Um investidor percebeu que, a partir de determinado capital, uma aplicacao, a juro
simples, por dois meses, a uma taxa mensal de 4%, forma um montante de R$ 32,00
a menos que uma outra aplicacao, a juro composto, na mesma taxa e pelo mesmo
periodo de tempo. Qual o valor desse capital?

Resolucao
Chamamos de M_ o montante obtido a juro simples. Para i=0,04 e t=2, temos:

M,=c-(1+i-t)=M,=c-(1+0,04-2)=1,08c
Seja M_ o montante obtido no sistema de juro composto, nas mesmas condic¢des.

Logo:
M, =c-(1+i) =M, =c-(1+0,04)" =1,0816

Como o montante M_ é R$ 32,00 maior que o M_, segue que:

M =M, +32=10816-c=108-c+32=0,0016-c=32=c =20 000

Portanto, o valor do capital € R$ 20 000,00.

Resolva o item a da atividade R6, da pagina 18, utilizando a férmula M=c-(1+i)".

Resolucao

No item a da atividade R6, utilizamos acréscimos sucessivos para calcular o valor
inicial de uma fatura, ou seja, o valor sem acréscimos.

Utilizando a formula M:c[1+i]t, para M=31124, i=0,001 e t=4, temos:

311,24
1,004

= =310

311,24 =c-(1+0,001)' = 311,24=¢-1,001 = c =

Portanto, como concluimos na atividade R6, o valor da fatura paga em dia seria apro-
ximadamente R$ 310,00.
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48.

50.

51.

52.

53

o4,

55. (Enem-MEC) Jodo deseja comprar um carro cujo

Luis aplicou R$2 600,00 em um fundo de inves-
timento que lhe rende juro composto de
18% a.a. Qual sera o montante obtido por Luis

apos tres anos de investimento?
aproximadamente R$ 4 271,88

Fabiana tomou como emprestimo a importancia de
R$ 3 500,00 de certa instituicao financeira que
cobra uma taxa fixa de 4% a.m., no regime de juro
composto. Sabendo que ela pretende pagar essa
divida em parcela tnica apds 4 meses, quantos
reais de juro, aproximadamente, Fabiana pagara

por esse empréstimo? aproximadamente R$ 59500

Certo capital foi aplicado & taxa de juro com-

posto de 18% a.m. durante 1 ano e 2 meses,
gerando um montante de R$ 729,15.

mmonent ee 5 on b
a) Qual foi o caﬁg%%&%ldo nessa aplicacao?

aproximadame

b) Ao final do periodo, qual foi o percentual de

aumento dessa aplicacao?
aproximadamente 28.37%

Uma pessoa aplicou R$ 15 000,00 em um fundo de

investimento que rende certa taxa de juro com-

posto. Sabendo que apds 2 anos o montante é
de R$17 496,00, determine a taxa de juro anual

dessa aplicacao. 8%

Quanto tempo seria necessario para um capital
quadruplicar, se investido a taxa de juro composto

de 2% a.m.? Utilize log102=2,0086 e log2 = 0,301.

70 meses *

Em certa loja, uma bola de futsal que custa
R$120,00 a vista pode ser paga em duas parce-

las, sendo uma de entrada, no ato da compra,

no valor de R$70,00, e outra dois meses apods
a compra, no valor de R$54,08, capitalizada a
juro composto. Qual é a taxa mensal de juro

cobrada por essa loja7 4%

preco a vista, com todos os descontos possi-

veis, & de R$ 21 000,00, e esse valor ndo sera

reajustado nos proximos meses. Ele tem
R$ 20 000,00, gque podem ser aplicados a uma
taxa de juros compostos de 2% ao més, e
escolhe deixar todo o seu dinheiro aplicado até
que o montante atinja o valor do carro.

Fara ter o carro, Joao deve esperar: c
a) dois meses, e tera a quantia exata
b) trés meses, e tera a quantia exata

c) trés meses, e ainda sobrardo, aproximada-

mente, R$ 225,00
d) quatro meses, e tera a quantia exata

e) quatro meses, e ainda sobrarao, aproxima-

damente, R% 430,00

*Caso os alunos apresentem dificuldades em resolver a
atividade 53, lembre-o0s das propriedades de logaritmo.

56. (Enem-MEC) Considere que uma pessoa decida

investir uma determinada quantia e que lhe sejam
apresentadas trés possibilidades de investimento,
com rentabilidades liquidas garantidas pelo perio-
do de um ano, conforme descritas:

Investimento A: 3% ao més
Investimento B: 36% ao ano
Investimento C: 18% ao semestre

As rentabilidades, para esses investimentos,
incidem sobre o valor do periodo anterior. O
quadro fornece algumas aproximacoes para a
anélise das rentabilidades:

n 103"
3 | 1,093
6 | 1,194
9 | 1,305
12 1,426

Para escolher o investimento com a maior ren-
tabilidade anual, essa pessoa devera: c
a) escolher qualquer um dos investimentos A, B ou

C, pois as suas rentabilidades anuais sao iguais
a 36%.

b) escolher os investimentos A ou C, pois suas
rentabilidades anuais sao iguais a 39%.

c ) escolher o investimento A, pois a sua rentabi-
lidade anual € maior que as rentabilidades
anuais dos investimentos B e C.

d) escolher o investimento B, pois sua rentabili-
dade de 36% € maior que as rentabilidades
de 3% do investimento A e de 18% do inves-
timento C.

e ) escolher o investimento C, pois sua rentabilidade
de 39% ao ano € maior que a rentabilidade de
36% ao ano dos investimentos A e B.

(51 ibeaie®

Um investidor aplicou R$ 2 300,00 em um fundo
monetario que rende juro composto de 17% a.m.
Passados 3 meses, ele aplicou mais R$1100,00
nesse mesmo fundo.

a) Aproximadamente, quantos reais de juro
esses investimentos renderam juntos apos
a 12 aplicagao completar 1 ano?
P ¢ ) papm}cjmadgmente R$ 695,84
b) Se 6 meses apos a 12 aplicacao esse inves-
tidor retirasse R$ 3 000,00, qual seria o mon-
tante 2 anos apds a 22 aplicacao?
aproximadamente R$1000,25
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/Juro e funcoes

Neste tépico, vamos relacionar o juro (simples e composto) e as funcdes. Para isso,
considere uma aplicacdao de R$1200,00 a uma taxa de juro de 15% a.a.

Vamos analisar essa aplicacao nos regimes de juro simples e de juro composto
no decorrer do tempo.

Inicialmente, substituimos as informacdées apresentadas na féormula do juro para
0 regime de juro simples:
c=1200; i=15%=0,15
j=c:i-t
j=1200-0,15-t
j=180t (1)
O juro j esta em funcao do tempo t e (I) corresponde a uma funcao linear. Pode-
mos representar essa funcao da seguinte maneira:

f:R, >R dada por f(t)=180t

t j=f(t)
Juro (R$) | :
0 0 5404~~~ -=== P
&
1 180 3604-----¢" |
.-l'lI'I ! I
2 360 WOT=® &
—
3 540 0] 1 2 3Tempo (anos)

Agora, vamos substituir as informacoes apresentadas na formula do montante
para o regime de juro simples:
M=c-(1+i-t)

M=1200-(1+0,15-t)
M=1200+180t (1l)

O montante M esta em funcao do tempo t e (II) corresponde a uma funcao afim.
Podemos representar essa funcao da seguinte maneira:

g:R, —R dada por g(t)=1200+180t

t M =g(t) Montante (RS$) 4 _ g

7. ) N 2+ 3

0 1200 15604----¢" |

1 1380 138049 | | E

J" I | | E

2 1560 b 20 B O
3 1740 0 1 2 3Tempo (anos)

De maneira semelhante, vamos substituir as informacoes apresentadas na for-
mula do montante para o regime de juro composto:

M=c-(1+i)
M=1200-(1+0,15)
M=1200-(115) (1)



O montante M esta em funcdo do tempo t e (III) corresponde a uma funcao do
tipo exponencial. Podemos representar essa funcao da seguinte maneira:

h:R, >R dada por h(t)=1200-(1,15)

Montante (RS) }

: M =hiy 1825,054------- ol
LA |
0 1200 15874----o" | @
PN .
e wo it | |
A
2 1587 200" 1 1oL
3 1825,05 0] 1 2 3Tempo (anos)

/ Atividades resolvidas \

R14. Paulo aplicou R$ 2900,00 a juro simples de 11% a.a. e, no mesmo dia, Roberto inves-
tiu R$ 2800,00 a juro composto de 10% a.a. Represente graficamente, num mesmo
plano cartesiano, os montantes em cada aplicacao e verifique qual tera o maior mon-
tante ao final de 4 anos e ao final de 6 anos.

Resolucao

« Para ¢=2900, i=0,11, temos a funcao afim que representa o montante da aplicacao
de Paulo:

M=2900:(1+0,11-t)=2900+319-t=f(t)=2 900+319t

» Para c=2800, i=0,1, temos a funcao do tipo exponencial que representa o montante

da aplicacao de Roberto:

M=2800-(1+0,1) =2 800-(11) g(t)=2800-(11)

Representando graficamente as duas funcoes, temos:

I M = f(t M=g(t
® g(®) Montante (R$) 4 :
0 2900 2800 4BO0 Ak oo e —/f
L e e e e N e A%
45094\ #
1 3219 3080 A dGe Ifessssssssssssssnnsas 2 A
4176 _ ! :
2 3538 3388 o e ;;:::{ ! .
38574 e PRt o I I
3726,84--=-======~~ 4 | ; :
3 3857 37268 geagl . _____ 7 : | : )
388 -—~——~ 7~ i . | . 5
32191----47-" | : | ' i 3
4 4176 4 0995 EUED“";{'—T’ i : E E i s
Eﬂﬂﬂ'::f’ I i i I i i g
5 4 495 4 509,4 2 800 | : : | : : 2
(I
+ + t + t + -
6 4814 4 960,4 G| 1 2 3 4 5 & Tempo
(anos)

Os valores obtidos para g(t] ao final dos 42, 52 e 62 anos
sao aproximados considerando uma casa decimal.

Observando o grafico, podemos notar que, ao final de 4 anos, o montante da aplicacao
de Paulo sera maior que o de Roberto, ou seja, f(4)>g(4). J4 ao final de 6 anos, o
montante da aplicacdao de Roberto sera maior que o de Paulo, ou seja, g[ﬁ)::f(ﬁ).
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58. Joice aplicou certa quantia em um investimento
a juro simples. Apds dois anos, para a compra
de um eletrodoméstico, cujo valor era igual ao
juro obtido nesse periodo, ela resgatou todo o |

30

i

Anote as respostas no caderno.

montante e subtraiu o valor de que precisava.
Depois de um més, investiu o dinheiro que so-

brou em outra aplicacdo, agora no regime de juro
composto. Com esse novo investimento, o juro

obtido em 3 anos foi o dobro daquele do primei-
ro investimento.

Se f @ a funcao que representa o montante nas

aplicactes de acordo com o tempo, contado a

partir do inicio do primeiro investimento, o gra-
fico que melhor representa f é: b

a)
Montante
A
HE - — = = = = = = — = — — — — = = = = = — — —— — — )
.r“
]
: I
. ]
# i
rf i
-l'" ]
L ittt Rl 1L - !
-'_.-i"--II | .--F" I
-.F""F ¥ u-"-" !
== : — : -
0 Tempo
b)
Montante
A
i - o
#7 1
- = I
ﬂ,e" ' o I
.F_,-"-' 1 -__.,_.-'F |
T e ——— — rrF-‘ i
il |
1 i
il 1
il I
il i
il I
§ \ -
0 Tempo
i)
Montante
A
) Rl e s e o e S e e e R e 3 7
m ..p-"' |
i L i
ﬁ i-'_,d-"' 1
e e o e e, 1
m g = '.-.lT ]
= "d-- i |
E o 1 :
i
b= :| i
¢ il i
ai L]
& = 4 | -
E Tempo

29.

60.

61.

b2.

63.

Um investidor efetuou uma aplicacéo de R$ 4 000,00
durante um semestre em um fundo que rende
2,5% a.m. no regime de juro composto.

a) Escreva a lei de formacéao da funcéao f que re-
presenta o montante em funcao do tempo t,
em meses. f(t)=4000-(1,025)

b) Esboce o grafico de f e determine seu dominio.
Resposta no final do livro.

Considere uma aplicacado de certo capital ¢ a
taxa constante de juro simples de 7% a.a.

Escreva a lei de formacao das funcoes f e g que
determinam, respectivamente, 0 juro € o mon-

tante em funcao do tempo t.
f(t)=0,07ct; g(t)=c-(1+0.07t)

O grafico apresenta duas modalidades de inves-
timentos oferecidos por determinada instituicao
financeira, um com taxa de juro simples e outro
com taxa de juro composto.

Montante {Rﬂl .-F'.
I
F] __-Eg
;-
A I —————— .
|
..-""-dl f" I
.l-'ﬂ I
..r#’# ‘_-‘-F", : E
AT I F
be=-- i o
i =
| 2
t - E
0 C Tempo

a) Para um investimento com periodo de tempo

menor que ¢, qual é mais vantajoso?
investimento B

b) Qual investimento tera maior rentabilidade
apos o periodo de tempo ¢? investimento A

c) Qual foi o capital investido inicialmente?
b reais

Ao comprar certo produto que custa R$ 100,00,
um cliente poderia escolher entre duas formas
de pagamento:

| ) Uma entrada de R$ 20,00 no ato da compra,
e o restante em parcela unica acrescida a
taxa de juro composto de 4% a.m.

Il ) Uma entrada de R$ 30,00 no ato da compra,
e o restante em parcela unica acrescida a
taxa de juro simples de 5% a.m.

a) Escreva as fungdes M =f(t) e M =g(t), que
representam o valor pago pelo produto e
fuggﬁo do tempo empmgeses f{t]:DED+BD-{1,{}4?1&

’ 'g(t)=30+70-(1+0,05t)

b) Qual opcao de pagamento sera mais vantajo-
sa para o consumidor, se o restante da divida

for pago apés 3 meses? E apds 6 meses”?
I;
Considerando as fungdes f(t)=2000-(1+0,01t) e

g(t)=17 5{]{}(1,{]15)‘, elabore o enunciado de uma

atividade e troque-a com um colega. Depois,

verifiqguem se as resolugoes estao corretas.
Resposta pessoal.



/Sistema de amortizacao

Em algumas situacoes, a indisponibilidade de capital para adquirir um bem pode
levar um individuo a realizar um empréstimo; para sanar o compromisso, ele pode
optar por diversas formas de pagamento. Ao efetuar os pagamentos parciais para
saldar a divida, ocorre sua amortizacao.

=
A
5
&=
Y
(&)

Amortizacao e o processo de reducao de uma divida por meio de pagamentos
parciais, que podem ser mensais, bimestrais, anuais, entre outros. Cada pagamen-
to (ou prestacao) realizado corresponde ao juro e parte do capital (valor da divida),
sendo o juro calculado sobre o saldo devedor.

0 saldo devedor corresponde a diferenca entre o valor
da divida e o que ja foi pago.

De maneira resumida, a prestacao é dada por:
Prestacao=Amortizacao+luro

As maneiras de pagamento de uma divida estdo associadas
a diferentes sistemas de amortizacao, sendo dois dos princi-
pais o Sistema de Amortizacdo Constante (SAC), em que a
amortizacao da divida & constante, igual em cada periodo, e o
sistema Price ou Frances, com prestacoes fixas.

Neste topico iremos estudar o sistema Price, em que o deve-
dor paga o emprestimo em prestacoes fixas, sendo o numero
de prestacoes variavel, de acordo com o contrato entre as par-
tes (devedor e credor).

Fato: Christie’s Images/ Bridgeman Images JEasypix

Esse sistema foi desenvolvido e utilizado pela primeira vez
na Franca, no século XIX. No entanto, foi concebido pelo eco-
nomista e matematico inglés Richard Price (1723-1791), que
incorporou a teoria de juro composto as amortizacdes de em-
préstimos. Dessa maneira, recebeu a denominacéao de sistema
Price ou, ainda, “Tabela Price”. Richard Price

Benjamin West. Séc. XVl Oleo sobre tela. 92,8 « TZ4 em. Colegdo particular,

Fonte de pesquisa: DI AGUSTINI, Carlos Alberto; ZELMANOVITS, Nei Schilling. Matematica aplicada a gestio de negocios.
1. ed. Rio de Janeiro: FGV, 2005. p.B7-89.

Para calcular o valor de cada prestacao de um emprestimo no sistema Price,
utilizamos a formula:

C-i A formula apresentada nao sera
P = demonstrada, visto que o mais
1—-[1+|) importante neste momento & que

o aluno perceba a relacao entre
as variaveis e sua aplicacao.

Messa formula:

- P: valor da prestacao « i: taxa de juro
« ¢: valor do bem ou do empréstimo « n: numero de prestacoes
Exemplo

Paula fez um empréstimo de R$ 3 000,00, que deve ser pago em 5 prestacoes
mensais a taxa de juro de 2,5% a.m., no sistema Price. Utilizando a férmula apre-
sentada acima, podemos calcular o valor de cada prestacao:

c=3000 i=25%=0.025' n=5 Diga aos alunos que os
’ i ’ ’ calculos podem ser realizados
i : em uma calculadora cientifica.
P= el — 3000-0,025 =64574 Os procedimentos para isso

=9 serao trabalhados na atividade

1-(1+i)” 1-(1+0,025) resolvida R15 da pagina 32.

Portanto, o valor de cada prestacado é aproximadamente R$ 645,74.

Matematica financeira 3]



No demonstrativo: os Como no sistema Price os pagamentos sdo parcelados, € conveniente construir
calculos para obter oc UM demonstrativo indicando a situacédo da divida em cada periodo de tempo. Veja

valores paran=1e como ficaria o demonstrativo em relacao aoc empréstimo feito por Paula.
n=2 estao indicados.
Nas demais linhas, os
resultados s3o obtidos

4 ; n Pagamento Juro Amortizacao Saldo devedor
e maneira

semelhante. 0 - - - 3 000,00
Observando o 75.00 570,74 D 429,26
demonstrativo, nota- 1 645,74 3000.0.025 6457475 2 000— 570 74
-se que a quantia P————
correspondente ao 5 645,74 oU.73 265,01 il i
juro é cada vez menor 2429.26-0,025 645,74-60,7/3 2 429 26— 58501
pois é calculada sobre 3 645,74 46,11 599,63 1244,62

o saldo devedor, que i :

também é cada vez 4 645,74 31,11 614,63 629,89
sl 5 645,74 15,75 629,99 0

/Atiuidades resolvidas \

= 81}
R15. Construa um demonstrativo do - F8%
sistema Price de acordo com EEE
as informacdes apresentadas £52
no anuncio. ke
| #i
smarjphone 5
R$ 1400,00 & vista ou 6 parcelas iguais £&
sem entrada (juro de 2,5% ao més)
Resolucao
Inicialmente, calculamos o valor de cada parcela utilizando a formula P= (G" ]_“:
1=-(1+i
c=1400; 1=2,5%=0,025; n=6
1400-0,025 35
P = . = = 254,17

T 1-(1+0,025)" 1-(1,025)°

Utilizando uma calculadora cientifica, temos:
0058 oMo oM | i
=4 0 Bod 2 Bt 5 Bod ~ B — Bed 6 Bd ) Bed = |

Logo, o valor de cada parcela é aproximadamente R$ 254,17.

Camila Ferreira

Em seguida, construimos o demonstrativo.

n Pagamento luro Amortizacao Saldo devedor
0 | - - = 1 400,00

1 S 14%3%25 22?%5 1:11:08—:39,31?

2 25417 29,52 224,65 956,18

3 25417 23,90 | 230,27 725,91

4 25417 18,15 236,02 489,89

2 254,17 12,25 241,92 247,97

B 254,17 6,20 247,97 0

32
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b4. Para realizar emprestimos em certo banco que

ol e |
il

Anote as respostas no caderno.

cobra juro no sistema Price, e exigido que o
valor da prestacao nao ultrapasse 25% do sala-

rio liguido do cliente. - possivel que uma pessoa
que recebe R$ 1150,00 de salario liquido mensal
empreste R$3 000,00 desse banco, para serem
pagos em um ano com prestacoes fixas e juro

de 19% a.m.? Justifique. Sim, pois o valor da prestat;aﬂ

(R$ 281,90) & menor que 25% do salario liquido (RS 287,50).

B5. Certo cliente de um banco realizou um empresti-

Mo que sera pago em 9 prestacdes mensais de
R$ 928 46 sem entrada, com juro de 14% am.no

sistema Price. Quantos reais esse cliente em-
prestou do banco? aproximadamente R$ 7 800,00

66. Felipe trocara seu automadvel usado por um novo,

b7 Veja parte de um demonstrativo de amortizacao |

n

0

1

68. Uma empresa tomou emprestado uma quantia de
R$ 75 000,00, a ser paga em 8 parcelas mensais
no sistema Price. Admitindo que a taxa de juro

que custa R$ 48 000,00. Ele dara seu automovel

como entrada, no valor de R$ 25 000,00, e pa-

garéa o restante em 48 parcelas mensais com juro

de 1% a.m. no sistema Price.

risteski goces Shutterstock.com

automovel

a) Calcule o valor de cada Parcela paga por Felipe.
roximadamente R$ 60
I::} uantos reais de juro Felipe pagara? HSBD?&EE

do sistema Price.

Pagamento Juro Amortizacao  Saldo devedor

2 000,00

234,46 60 174,46 1825,54

Com base nos dados acima, determine a quan-

tidade de prestactes necessdrias para pagar a
divida. Se necessario, utilize log103=20128 e

log744=2,8716. 10 prestacdes

é de 2% ao més, determine o valor aproximado:
a) do juro embutido na 42 parcela R$965.11
b) da amortizacao da 52 parcela R§945928
c) do saldo devedor da 62 parcela R$19873,90

69. Poupar é adiar o consumo no momento presente,

a fim de consumir mais no futuro. Tal acao garan-
te um acumulo de reservas a serem utilizadas
posteriormente e um consumo que nao ultrapasse
a renda.

Contudo, as pessoas costumam poupar e inves-
tir pouco. Na pratica, guando se compra a prazo,
paga-se muito mais pelo produto, porque existem
acrescimos de juro e outros custos adicionais.
Comprando a vista, essas despesas sao evita-
das, 0o que deixa o produto mais barato.

A questdo nao esta entre comprar e ndo com-
prar, mas entre receber a mercadoria pagando
prestacoes e juro, ou poupar e comprar a mer-
cadoria com desconto no futuro.

Portanto, a melhor solugao nem sempre é alon-
gar o prazo de pagamento, porque o consumidor
passa mais tempo pagando juro e amortizando
pouco. O segredo para a melhor compra, muitas
vezes, consiste na pesquisa de precos e em
pagamentos a vista.

a) Com juro de 2% a.m., quando o consumidor
compra um televisor por R$2 52285, para
pagar em 5 prestacgoOes fixas, poderia pagar
pelo mesmo produto R$ 2 378,27 a vista. Vocé
concorda com essa afirmacgao? Justifique sua

resposta com o auxilio do demonstrativo de
Resposta nas Orientacdes
para o professor.

amortizacao Price.

Fatomontagem de Desenhorama Estiudio formada
pela imagem Piotr Adamaoeiczs Shutterstock.com

b) Suponha gue o consumidor queira comprar
um televisor que custa a vista R$2 378,27,
em 12 parcelas iguais, com juro de 2% a.m.

Calcule o valor de cada parcela e o valor

aproximadamente RS 224,92.
total a ser pago. aproximadamente R$ 2 699,04

c) E verdade que, quanto maior a quantidade
de parcelas, maior € o valor pago pelo pro-
duto? Justifique. Resposta no final do livro.

d) Faca uma pesquisa sobre o preco a vista e a
prazo de um produto, e o juro correspon-
dente ao preco a prazo. Construa uma ta-
bela indicando a situacao da divida em cada
periodo de tempo. Resposta pessoal.
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SEI‘ COhSCientE/ Consumista ou consumidor?

. Pelo menos uma vez na vida, as pessoas ja pagaram mais caro por uma roupa apenas
: porque estava na moda. Ou ainda compraram um produto por impulso que teve uso pou-
cas vezes.

: Situacdes como estas sao mais comuns do que se imagina. A grande variedade de
: produtos, as facilidades nas formas de pagamento, a publicidade excessiva sao alguns
elementos que costumam impulsionar as pessoas a comprarem de maneira impulsiva e
: exagerada, muitas vezes sem avaliar as consequéencias. Isso € 0 que chamamos de
: consumismo.

Uma ideia basica para um consumidor consciente — o oposto do consumista — &, antes
de comprar, fazer uma distincao entre necessidade e desejo. Por exemplo: vocé precisa se
vestir; logo, comprar roupas e uma necessidade. Contudo, pagar muito mais caro por uma
determinada marca de qualidade similar a outra de preco mais acessivel apenas porque &
famosa ou esta na moda € um desejo, 0 que nem sempre pode ser atendido. Nao e que
nunca podemos comprar algo que desejamos, mas temos de fazer isso com consciéncia,
sem desequilibrar nosso orgcamento.

: O consumista compra de forma exagerada e impulsiva. A felicidade momentanea é subs-
tituida por tristeza quando percebe que o orcamento para comprar itens essenciais foi com-
prometido. Normalmente, ele é imediatista e compra um produto no momento que deseja,

* Fonte de pesquisa: i i i i = i

. GARGIA, Edson Gabriel para pagar depois (algo que pnt:'jliena esperar). 1hr'lmtas vezes, isso faz que nao va!ur:ze 0 bem
; Nomundodoconsumo.  adquirido e fique com muitas dividas, tendo dificuldade para economizar e, assim, comprar
. 0 bom uso do dinheiro. 1. ed. . . y . 4

.+ Sao Paulo: FTD, 2014. itens mais caros ou realizar sonhos que demoram mais tempo para serem conquistados.

0 consum i d Oor con sciente Atitudes simples podem ser tomadas para consumir de forma consciente.

TUDO PARCELADO |4
EM 1
2“ "EZES E importante
manter o objetivo

da compra a fim de
evitar comprar
além do necessario.

APROVEITE!
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Capitulo1

Analisando com cidadania

a ) Vocé se considera uma pessoa consumista ou um consumidor consciente? Por qué?
Resposta pessoal.

b) Ja conseguiu economizar dinheiro para comprar algo que desejava muito?
Conte sua experiéncia. Resposta pessoal.

Analisando com Matematica

c ) Uma familia, com o objetivo de comprar um televisor novo, verificou que o
preco do modelo desejado em uma loja podia ser pago em seis parcelas fixas
de R$ 309,90. Na compra a vista, havia um desconto de 10% sobre o valor

total do parcelamento. Calcule o preco a prazo e a vista do televisor.
a prazo R$ 1859,40; a vista R$ 1673,46

d) Considere que o preco a vista da televisdo, calculado no item ¢, aumente
mensalmente 1%. Qual o preco a vista do televisor apds seis meses?

aproximadamente RE 1776,41;

Esse valor € menor ou maior que o atual prego a prazo? menor

e) Com a finalidade de néo endividar-se e obter vantagens no momento |
da compra, uma boa opgao é poupar e comprar a vista. Suponha Veja mais informacdes sobre “
que uma pessoa tenha pago R$ 1189,00 a vista por um smartphone “‘::”:;t“ ';“‘"EE'E““;“ =

. i L . DM WT T >
cujo preco a prazo é de R$ 1450,00. Qual foi o percentual de des- o .
; (acesso em: 18 jan. 2016)
conto obtido nessa compra? 18%




Arco-iris no Parque
Macional da Chapada
Diamantina, na Bahia,
em 2013.
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Arco-iris

Um arco-iris surge quando os raios solares incidem nas
gotas de agua que estao no ar e sdo decompostos nas sete
| cores que compoem a luz branca: vermelho, laranja, amarelo,
verde, azul, anil e violeta. Cada gota atua como um prisma e
para que o fendbmeno possa ser observado &€ necessario que
as gotas de agua da chuva, da nuvem, ou de outro meio, este-
jam do lado oposto aos raios solares.

\leja mais informacoes sobre
o arco-iris no site:

« <http://tub.im/rokaBv>
(acesso em: 26 fev. 2016)

Apesar de cada gota refletir as sete cores, um observador
nao as percebe assim, pois elas sao refletidas em angulacoes
diferentes. A cor vermelha, por exemplo, tem a maior inclina-
cao, vista pelo observador a uma angulacao de 42°. Ja a cor
violeta tem a menor inclinacao, vista a uma angulacao de 40°.

No esquema a seguir, € possivel perceber que essas cores
vistas pelo observador estao em uma faixa que varia entre 40°
e 42°. Além disso, se ndo fosse o horizonte, veriamos o arco-
-iris em circulos e ndao em semicirculos.

Fonte de pesguisa: <http://sites.ifi.unicamp.br/labopticalcuriosidades-2/arco-irs/ .
Acesszo em: 8 mar. 2016.

raios solares AL vermelho

i
I
Ronaldo Lucena

O observador visualiza o arco-iris formado por milhares de

_ otas de agua.
Orienie os alunos a escreverem as respostas no caderno

(A) Para o arco-iris ser observado, qual deve ser a posicao das

gotas de agua em relacao aos raios solares?
As gotas de agua devem estar do lado oposto aos raios solares.

(B) A medida do angulo formado pela linha de visdao do observador e

pelos raios de cor verde € menor ou maior que 42°7 Justifique.
Menor, pois a cor de maior inclinagao vista pelo

— 0observador & a vermelha, cuja angulacdo e de 42°. .
(C» Em sua opiniao, dois observadores, um ao lado do outro, vi-

sualizam o mesmo arco-iris? Justifique.

Resposta esperada: ndao, pois os observadores visualizam o

arco-iris cujas cores provém de gotas diferentes.
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William Haoll Séc. XIE. Gravura. Colecdo particular

[De acordo com uma lenda,
Descartes teve a ideia que
originou o sistema de
coordenadas cartesianas
a0 observar uma mosca
no forro de seu quarto, e
supor que o caminho dela
poderia ser descrito
relacionando as distancias
dela as paredes
adjacentes.

Explique aos alunos
que, na linguagem
comum, gquando
dizemos que uma
pessoa é cartesiana,
significa que ela
apresenta uma
racionalidade rigorosa e
um pensamento
sistematico, semelhante
ao defendido por Rene
Descartes.

Se um ponto P
pertence ao eixo X,
entao a ordenada de
P é zero. De maneira
semelhante, se P
pertence ao eixo y, a
abscissa de P e zero.
Veja no exemplo ao
lado os pontos Ee F.
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/Estudando geometria analitica

Ao final do estudo deste capitulo
podem ser trabalhados os

exemplos e a atividade das paginas 199 e 200 da secao Acessando tecnologias.
Muitos estudiosos consideram o inicio do estudo do que hoje denominamos geo-

metria analitica como um dos maiores progressos da Matematica.

A geometria analitica tem entre suas caracteristicas a realizacdo de conexdes
entre a Geometria e a Algebra, pois, por exemplo, permite compreender as solu-
¢coes de um sistema linear de duas incognitas por meio de retas em um plano, ou,
entao, representar por meio de uma equacao uma figura bidimensional ou tridimen-

sional.

Nao ha consenso sobre quando se deu inicio ao estudo da geometria analitica.
Engquanto alguns historiadores defendem que praticas que levam a esse ramo da
Matematica ja eram do conhecimento de gregos, egipcios e romanos, outros credi-
tam aos franceses René Descartes (1596-1650) e Pierre de Fermat (1601-1665) o
inicio do estudo sistematico dessa ciéncia. A maior contribuicdo de Descartes foi
publicada em sua famosa obra Discurso sobre o método. Essa obra era acompa-
nhada de trés apéndices, sendo que o ultimo deles, intitulado La géométrie, apre-
senta as ideias que fundamentaram o estudo da geometria analitica. Ja Fermat,
que trabalhava paralelamente e independentemente de Descartes, realizou estudos
relacionados a equacodes que representavam curvas matematicas em um plano.

Neste capitulo, estudaremos os conceitos de ponto e reta na geometria analitica.
Para isso, & importante lembrar alguns conceitos sobre plano cartesiano ortogo-
nal, que consiste em um plano com dois eixos perpendiculares, x e y, que o dividem
em quatro regioes. O horizontal x € denominado eixo das abscissas, e o vertical y,
eixo das ordenadas. O ponto em que esses eixos se cruzam € denominado origem.

Y 4 eixo das ordenadas

-+

-+

22 quadrante 12 quadrante

eixo das abscissas
: 0 : X

E
-
s
-2
E o
s =
-
Y

3¢ gquadrante 42 quadrante

Para representar um ponto P em um plano cartesiano, utilizamos as coordenadas
cartesianas, que consistem em um par ordenado (a, I:}}, comaeR ebelR, em que a
e abscissa, e b, a ordenada do ponto.

No plano cartesiano a seguir, estéo indicados os pontos A(4,2), B(-3,1), C(-2,-3),
D(3,-2), E(2,0) e F(0,-4).
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/ AtIUIdEdES \g Anote as respostas no caderno.

1. Determine as coordenadas dos pontos indicados

no plano cartesiano.

A{8.2); B(~60): C{-1~5): D(4~4); E(-3.3): F(56): G{~&~9)
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Acervo da editora

2. Observe o quadrilatero ABCD representado no

plano cartesiano.

Acerva daeditora

2. b) Uma possivel resposta: (3, 1), (4,1) e (5 1)

a) Quais sdo as coordenadas dos vértices desse

quadrilatero? A(13), B(2 -2), C(5,2) e D(6.-1)

b) Escreva as coordenadas de trés pontos do

plano, internos a esse quadrilatero.

c) Quais devem ser as coordenadas dos vértices
de um quadrilatero AB'C’'D’ para que ele seja |
simétrico ao quadrilatero ABCD em relagdo

ao eixo y?
A'(-13), B'(-2,-2), C'(-5.2) e D'(-6,-1)

3. Em um plano cartesiano, em qual quadrante os

pontos tém:

a) abscissa positiva? 12 e 42 quadrantes

b) ordenada negativa? 32 e 42 quadrantes

c ) abscissa negativa e ordenada positiva?

] o 22 quadrant
d) abscissa positiva e ordenada negativa”

42 quadrante

4. No sistema de mapeamento da Terra, as linhas
horizontais sao os paralelos, que indicam a lati-
tude, sendo o Equador a referencia, equivalendo
ao eixo das abscissas. As linhas verticais sao os
meridianos, gque indicam a longitude, com o©
Meridiano de Greenwich sendo o eixo das orde-
nadas.

Paralelos e meridianos

=TEQ=T4"-120°=T00" = B0° - 60° =407 =207 0 207 40° B60°

80° 1007 1207 140" 160°
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Fonte: ATLAS geografico escolar. 6. ed. Rio de Janeiro: IBGE, 2012.

De acordo com © mapa, escreva:
a) a longitude do ponto A 20°
b) a latitude do ponto C 40°

c ) as coordenadas geograficas, longitude e lati-
tude, dos pontos B e E B(-100°,0°); E(-40° -40°)

5. Construa um plano car tesiano e indique os pon-
tos ASS,—1), B(0,4), C(-32), D(3 4), E(-2-4) e
F(_1 0). Resposta no final do livro.

6. As retas r e s sao, respectivamente, a bissetriz do
12 e do 32 quadrantes e do 22 e do 42 quadrantes.

Scervoda editora

a) Escreva as coordenadas dos pontos:
» AA(-2-2) « CC(33) « EE(1-1)

« BB(11) * DD(-17) * FF(2-2)

b) Considerando os pontos P(7,y) e Q(x,9), de-
termine x e y para que P pertenca a bissetriz
do 12 e do 32 quadrantes, e Q, a bissetriz do
22 e do 4¢ quadrantes. x=-9; y=7

O ponto e areta 39




/Distancia entre dois pontos

Fixando uma unidade de medida de comprimento, indicamos a distancia entre
dois pontos A e B por AB.

Veja, por exemplo, como podemos determinar AB quando a reta que contém A e
B é paralela ao eixo x ou ao eixo y.

Yi
-2,4
A( 3 4) a4l
Lembre-se de que na :
reta real a distancia Yy :
entre dﬂiSﬁ pontos M e A= 12}" Bia ) E
N de abscissas x,, e x,, i f i . | 14
respectivamente, e ' o i
Rl : Y 5> 7 0] x
|KM Kl'u'l|' Y 1 293 lE L 1+
! -
AB=|3-|-1)=4 .'.____2..
3—(-1) s
AB=|4—(-2)=6

40

Para determinar a distancia entre dois pontos cuja reta que os contém nao é para-
lela ao eixo x ou ao eixo y, utilizaremos o Teorema de Pitagoras. Observe, por exem-
plo, como determinar a distancia entre os pontos A(12) e B(5,5).

Note que o AABP é retangulo em P, AP=|5-1=4 e BP=[5-2/=3. Utilizando o
Teorema de Pitagoras no AABP, temos:
(AB)’ =(AP) +(BP)" = (AB) = 4%+ 32 = (AB) =25= AB=5
Deduziremos uma férmula por meio da qual seja possivel calcular a distancia

entre dois pontos quaisquer. Para isso, considere os pontos A(x,,y,) e B(x,, y,) em
um plano cartesiano.

7 5

E —

Yot ~=---=z -
/ g

A - 3
----- n--------qp g

| [ t-.;-
Xa 0 e X 8

Como AP é paralela ao eixo x e BP é paralela ao eixo y, temos que AP=|x_-x,| e
BF‘=|yB—yA|. Aplicando o Teorema de Pitagoras no AABP, temos:

Denotaremos a (AB]E =(Jiﬂ'|.1:“]2 +{EF"]2 :}(AB)E = [KE- X, }2 +{YE- }"A]E = AB= J{IE —J{A)E + [1"'3 _?A]E
reta AB por AB

Exemplos
» Distancia entre os pontos A(-3,1) e B(4,-2):

AB=[4—(=3)] +(-2-1) =72 +(-3)" =V49+9 = /58
« Distancia entre os pontos C(7,-3) e D(-5,2):
CD=/(-5-7)" +[2—(-3)] =(-12)" +5° =144+ 25 =169 =13




/Atividadez resolvidas \

R1. Os pontos A(-2,0), B(2,0), C[D,—Eu@] e D(0,1) sao vértices dos triangulos indicados
a seguir. Classifique cada tridngulo em isosceles, equilatero ou escaleno.

a) AABC b) AABD c) AACD

~
=]
B
=
o=
=
o
o

Resolucao

Inicialmente, calculamos a medida dos lados:

« AB=[2—(-2)|=|4|=

» AC=[0-(~ 2]] (-2V3- D \/22 Eﬁ]2=\/ﬁ=4 24
14D
« AD=[[0—-(-2)] +(1-0)" =V2*+ P =5 - - AR
3 -2-10 1 2 3 x_
+B0=(0-2 +(-2/3-0) (-2 +(~213) - i6 -4 a
»BD=J( 2) +(1-0)" =\(-2)' + =5 b
« CD=[1-(-2V3)|=[1+2V3|=1+2J3 41

a) Como AB=AC=BC, temos que o AABC é equilatero.
b) Como AD=BD=AB, temos que o AABD é is6sceles.
c) Como AC#AD, AC#CD e AD#CD, temos que o AACD é escaleno.

RZ. Determine as coordenadas do circuncentro C do triangulo de vértices P(D,E], 9(3, E] =

R(8,1).

Resolucao

O circuncentro de um triangulo € o centro da circunferéncia que passa por seus veérti-
ces. Calculando a distancia de cada ponto (P, Q e R) ao centro C(xc, yc) da circunfe-
réncia, temos:

« PC= /(%6 ~0) +(yo—5) = xZ+yZ 10y, +25
« QC= J(HG —3}2 +(ye —E]z = JxZ +y& —6x; — 12y, +45

* RC= (% ~8)" +(yo—1) = xZ+yZ —16x; 2y, +65

Note que a medida do raio da circunferéncia € dada por r=PC=QC=RC. Assim,
escrevemos e resolvemos o seguinte sistema:

{Pc —QC | YXZ+YS—10y,+25= xS +yi-6x,—12y,+45 (1)
=
PC=RC | xZ+yZ-10y +25=[x2+yZ-16x;—-2y.+65 (I

Elevando os membros de | e Il ao quadrado, temos:

—

XZ+yl =10y +25=x+yS—6x.-12y.+45 = 6f----=
XZ+yZ=10y +25=x2+y. —16x, -2y, +65 '

. { 6X;+2yo=20 -(4) {24::3 +8y, =80
16x.—8y. =40 16x. -8y, =40
40x. =120=x.=3
Substituindo x. por 3 na equacéo 6x_+2y_=20:

ey T e Ny e e ey S s e el e,

6:3+2y.=20=2y_=2=y_=1

Portanto, as coordenadas _
d : tro do APQR O circuncentro de um
O circuncentro do triangulo pode ser

sSao C(& 1)- interno ou externo a ele.

Acervo da editora
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/ Atividades \

i

Anote as respostas no caderno.

1. Calcule a distancia entre os pontos:

10.

1l

12.

42

- A(19) e B(2,8) 2 +P(-5.4) e Q(-27)

C(-3,5) e D(-3,12)7 = M(0,12) e N(9,0) 15

. De acordo com os pontos indicados no plano |

cartesiano, resolva:

Y

A B C
---21--®--------- &

: : g
: | -
i B L
5 o 1 5 & x:
2 2

a) %uanms tridngulos podem ser formados?
triangulos

b) Nnme:e e classifique cada tridngulo em esca-

leno, isésceles ou equilatero. AABD: isosceles;
AACD: escaleno, ABCD: isosceles

Sabendo que D(l x) € um ponto do 42 quadrante

e que a distancia de Q ao ponto P(0,4) é 5v2,
calcule o valor de x. x=-3

Em quais itens os pontos dados formam um

tridngulo? b; Lembre os alunos de
] s30 lados de um

a) A(Q—ﬂ, 5(12 4) a {j{a% que, se AB, BC e AC

triangulo, entao a

b) F(Z 3@, G{5+ D) e H(-‘L D} soma das medidas de

quaisquer dois desses |

c) L(4, ﬁ)f M(S. 1) e N(Q, 2) lados & sempre maior

que a medida do

d) F"('I, 3), C}(E, Ei) 2! H(Q_ 9) terceiro lado.

Calcule o perimetro e a area de um triangulo cujos

vértices sdo A(-12), B(26) e C(5,2).

perimetro: 16 u.c.; area: 12 u.a.

Observe o0 esquema que representa a localizagao
das cidades A, B, C, D e E, e de uma antena de |

transmissao de sinal de radio, R.

- — = = = = = =

w ¥

>e---0+

Scervo da editora

Sabendo que o raio de transmissao dessa ante-
na e de 220 km e que cada unidade representa-
da no esquema corresponde a 50 km, quais ci-

dades recebem o sinal transmitido? 8, De E

13. Considerando o tridngulo de vértices A(4,5), B(4, 2)

e C(15), retdngulo em A, calcule sen G Eenfj:\f_ﬁ
2

14. Dados os pontos A(0,3), B(2 0) e C(-7,-6), deter-
mine as coordenadas do ponto D, para gque

esses pontos sejam vértices de um retangulo.
D(-9,-3)
15. Determine as coordenadas de P(x, y), sabendo que

ele é equidistante aos pontos M(3,6), N(4,3) e

0{00) (3.2)

<J Desafio ®

(Enem-MEC) Nos ultimos anos, a televisao tem
passado por uma verdadeira revolucao, em ter-
mos de qualidade de imagem, som e interativi-
dade com o telespectador. Essa transformacao
se deve a conversao do sinal analoégico para o
sinal digital. Entretanto, muitas cidades ainda nao
contam com essa nova tecnologia. Buscando
levar esses beneficios a trés cidades, uma emis-
sora de televisao pretende construir uma nova
torre de transmissao, que envie sinal as antenas
A, B e C, ja existentes nessas cidades. As loca-
lizacOoes das antenas estao representadas no
plano cartesiano:

y (km) § :
]
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|
I
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i
|
|
iy A
|
|

A torre deve estar situada em um local equidis-
tante das trés antenas.

O local adequado para a construcao dessa tor-
re corresponde ao ponto de coordenadas: e

a) (65; 35)
b) (53; 30)
c) (45; 35)

d) (50; 20)
e) (50; 30)



/Coordenadas do ponto meédio de um segmento

No plano cartesiano, os pontos A e B representam duas casas de uma proprie-
dade rural. Deseja-se perfurar um poco equidistante as casas, de maneira que essa
distancia seja a menor possivel. Quais devem ser as coordenadas do ponto M onde
0 pocgo deve ser construido?

Para resolver esse problema, temos de determinar o ponto médio de AB.
Vamos deduzir as coordenadas do ponto médio M(x,, y,,) de AB, sendo A(x,,Y,)

e B(J{E, yE].
Yi B
V(7 R S —
M 1
Yug ——--mmm a2 | :
| i —»
) el e e i
: : o
o - %%

Por semelhanca de tridngulos, temos:

o AM_Xy=Xp g 2w~ X, —X,, =X, —X, =X, = AT 8
MB x;-x, X—X 2
" E=M:}1=yhﬂ_5’ﬁ _YatVe

=Y~ Yu=Yu=Ya=Yu=
ME YE-FM yB_yM B M M A mA 2

Portanto, as coordenadas do ponto médio M de AB, em que A(X,,¥,) € B(Xs Ys): | note que as

n X +X, ¥Y,.t+Y coordenadas do
A B A B
Sao0 M[ 2 ' 9 ] ) ponto médio de um
segmento AB

Em relacao ao problema apresentado, as coordenadas do ponto em que 0 poco correspondem a

deve ser perfurado sao dadas por: media aritmetica das
correspondentes

. X = YatV¥a 5"'1_3 coordenadas de A e B.
M~ o 9 = = =

2 "YmET5 2

Nustracdes: Acervo da editora

Assim, o poco deve ser construido no ponto de coordenadas M{E, 3).

0 ponto e a reta 43



0 baricentro corresponde
a0 centro de equilibrio de
um triangulo. Ao
desenharmos um
triangulo em uma
cartolina e determinarmos
seu baricentro, podemos
recorta-lo e, pelo
baricentro, passar um
barbante como mostra a
figura. Ao suspender o
triangulo pelo baricentro,
ele se mantera em
equilibrio.

MNote que as
coordenadas do
baricentro de um
triangulo ABC
correspondem a
media aritmética das
correspondentes

coordenadas de A, B
eC.
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Baricentro de um triangulo

Em um triAngulo, as medianas correspondem aos segmentos de reta cujas extre-
midades sdo o ponto méedio de um dos lados e o vértice oposto a esse lado. As
trés medianas do tridngulo se cruzam em um Unico ponto denominado baricentro.
O baricentro divide cada mediana em dois segmentos. O segmento cujas extremi-
dades sdo o vértice do tridngulo e o baricentro tem o dobro do comprimento do
outro, cujas extremidades sdao o baricentro e o ponto médio do lado oposto ao
vértice considerado. No exemplo apresentado, AG=2-GD, BG=2-GE e CG=2-GF.

C

medianas: E. BE e E
baricentro: G

A : F 4 B

Dados trés pontos nédo colineares A(x,,y,), B(X, Ys) € C(X. Y.). determinaremos
as coordenadas do baricentro G do AABC.

e

o

%

L]

z

2

@

¥

-

=

bl

. v

ﬂ :“A xE ':;:{'..;:- é

) oo e X, +X + _ X, +X
Se M é o ponto médio de AB, temos M{ ‘“‘2 B y“gyﬂ], ou seja, 1M=—&2—E e

+
ym=h‘~2—y5-. Além disso, da propriedade apresentada, temos que CG=2-GM, ou

seja, xc_xa=2'(xa_xu) e Yc—}’g=2'[}’ﬁ-}l’m).

Assim, segue que:

a xc—:-:G=Ea(xﬁ—:{M):}xc—J-:G=2>:G—Exmzk3x5=2xm+x3::r3xﬁ=2-£‘;—xﬁ+xc =
. H"";a"'“c

. Yc-}"5=2'(}"3-}'m)=}}'c—5ﬂ'3 =2Y6=2Yy =3 =2Y Y :}3'?'3:2'&;&"'?3:’"
B

Portanto, as coordenadas do baricentro do AABC, em que A(x,,Y,), B(x,Y,) e

- X +X_ +X_ Yy +y_ +Y
C(x.vy.), sdo Gj—2~—E2—<C -4 _-8 _-C|
{Cyﬂ) [ 3 3 )

Exemplo

Dado o AABC, cujas coordenadas dos vértices sdo A(7,-2), B(-15) e C(9,-4),
- vamos determinar as coordenadas do baricentro G.

_7+H(-1)+9 15 _—2+5+(-4)_ 1
& 3 8 -

" X

5 *Ye

3 3

Portanto, as coordenadas do baricentro do AABC sao (:*{5,—%].



fAtividaciEE resnluidas\
R3. Dados os pontos A(3,4) e C(15,20), determine :

as coordenadas do ponto B que divide AC na

proporgao E = 1
BC 3

Resolucao
Calculando a abscissa do ponto B, temos:
AB 1 _ Xg =X, 1 Xg—3 1

BC 3 15-x;, 3
=X —=9=15-X; =24 =24 = x; =6

Xo—Xg 9

A ordenada do ponto B & dada por:

ﬁ=1:}?‘s_?n=1:} ye—4 =1:}
BC 3 vy.-ys 3 20-y; 3
= 3y;—12=20-y, =4y, =32=y,=8

Portanto, B(6, 8).

R4. Qual o comprimento de cada mediana do trian-

gulo de vértices A(-4,4),

B(6.-2) e C(8.8).

Resolucao

Sejam M, M— e M_ os pontos médios dos

lados AB, AC eBC, respectivamente. Logo:
* coordenadas de Mz:

—~4+6 4+(-2)
xmmz 2 =1 ymmz 2 ='1
= coordenadas de M:
-4+8 4+8
me — 2 =2 FME =T=E
« coordenadas de ME:
6+8 -2+8
J{ME =T=? YME — 2 =3

Portanto, M_(1,1), M=(2,6) e M (7,3).

Calculamos o comprimento de cada mediana:

» Mediana CM:

f =\(-7)"+

CM =,/(1-8)’ - 7V2

* Mediana BM:

B, =(2-6) +[6~(-2)] =|[-4) +8" = 45

« Mediana A_ME:

=J[7-(-4)f +(

) =19+

=122

R5.

Rb.

Determine as coordenadas do vértice B do
AABC, em que A(4,9) e C(-26), sabendo
que G(2, 3) é o baricentro do triangulo.

Resolucao
Como G é o baricentro do AABC, temos:
4+ X, +(—
o= At Lo X (2)___*‘
3

=2+X;=6=2x,=4

+y, + 9+y.+6
yG=FA Y& y‘:::-S— ¥s —

3 - 3
= 15+y;=9=2y,=-

Portanto, B(4,-86).

No AABC, M é ponto médio do lado BC e G
€& o baricentro do triangulo. Sabendo que as
coordenadas dos pontos B, G e M sao, res-

pectivamente, (5,1), (3,2) e (4, g} determine

as coordenadas dos veéertices A e C.

+
M
=
:
A B "
Resolucao
Como M é o ponto médio do lado BC, temos:
+ 5
X, = 25X _4=2"%c =5+x.=8= x_=3
2
+ 1
Y, = yﬂzyﬂ ::Z +;’3:}2+2yc—1ﬂ::- y.=4

Como G é o baricentro do AABC, temos:
X, +Xg+X, . X, +5+3
X = 3 =0= 3 —

=X, +8=9= x, =1

1+4
FG=Y“+?+Y“:¢2=—FA+3+

=Y,+5=6= y, =1

—

Portanto, A(1,1) e C(3,4).
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Anote as respostas no caderno.

/ Atividades \ =

1/. Dados os pontos A e B, para cada item, determi-

ne as coordenadas do ponto médio de AB.

B2 AT 0020

b) A(2.-1) e B(-4,5)(-12)d) A(15,6) e B(-7.8)

(4,7
18. Observe a reta r em um ati
plano cartesiano e res- _9 _g]

ponda.

a) O ponto B & ponto
médio de AC? Justi-

fique.
b) Determine as coorde-

nadas do ponto mé- T x
dio de: i ow
e 1 -
=« AB Mm[—EA] o
" S I I, C
el -2) 5 3
18. a) Sim, pois MR:{_EEM.?*“{E'E}]:ME{U}

19. Sabendo que P(0,1), Q(4,-3) e R(5, 3) sdo veértices
de um tridngulo, determine o comprimento da

mediana em relacdo ao lado PQ. 5 u.c.

20.
Entre os pontos de
parada A e B, de-
seja-se instalar ou-
tros dois pontos, C
e D, tal que a dis-
tancia entre pontos
adjacentes seja a g
mesma.

-
X

A 5

a) Determine as coordenadas dos pontos C e D.

C(3 4); D(6 8)

b) Sabendo que cada unidade do esquema re-
presenta 120 m, qual é a distancia, em me- |

tros, entre os pontos A e B? 1800m

21. Seja M(3,4) o ponto médio de AB. Sabendo que
A esta sobre o eixo das abscissas, e B, sobre 0
eixo das ordenadas, determine as coordenadas

de A e B. A(6,0); B(0. 8)
22.

e B(}(, —B). x=0; y=4

40 —=—.Q
pProporgao o=

PQ [ -4

13 31]

24,
C(-3,1), determine:
Hesposta no

a) o comprimento das medianas final do livro.

b) as coordenadas do baricentro [_ﬁ _E]
3 3

46

Observe no esquema parte da rota de um énibus.

Acervo da editora

’
i
Acerva da editora

Determine x e y, sabendo que M(-3,-2) é ponto
médio do segmento com extremidades A(-6,y)

- nas Orientacdes para o professor.
23. Obtenha as coordenadas do ponto Q que divide

o segmento de extremos P(-35) e R(13) na

Dado o tridngulo de vertices A[D, —1), B(_5_ _5) e

25. Sabendo que G(2 -4) é o baricentro do triangulo

de vertices P(-21), Q(5,-6) e R(x, y), calcule x e y.
x=3; y=-

26. Seja A(-5,2) um dos vértices do AABC. Sabendo

que M(23) e N(g 1) sdo, respectivamente, os pon-

tos médios dos lados AB e AC desse tridngulo,
determine as coordenadas de B e C. B(9 4); C(80)

27. Observe o0 AABC em um plano cartesiano.

B24) |
7{;[2l 3}
5
0 3
o
A{"—'q"!'“.l} .E

s 4
se triangulo. _E’E

b) Calcule a distancia entre o baricentro e

a) Determine as co-:-rjlenadaa do baricentro des-

C J109
3

No AABC, de vértices A(4,10), B(14) e C(7,4), foi
inscrito o tridngulo PQR, tal que P, Q e R séo os
pontos médios de AC, AB e BC, respectivamente.

28.

28. a) F’[L;.?): e
ﬂ[g.?): /\
R(4,4) Q P

o

R
a ) Quais sao as coordenadas dos pontos P, Q e R?

b) Determine as coordenadas do ponto G, bari-
centro do AABC e do ponto H, baricentro do
APQR.G(4,6); H(4,6)

0

¥
Verifigue numericamente 4
que o baricentro G do
AABC divide cada me-
diana em dois seg- A u
mentos na proporcao
de 1 para 2. Resposta

29.

Y Acervo da editora

L
g — — — —

2 10 1 2

30. Os pontos A(2,m), B(4,1) e C(6,m) sé&o vértices de
um tridngulo. Calcule m para que o baricentro
desse tridngulo tenha coordenadas G(ﬁt, 3). m=4

31. O ponto C(-5,2) é um dos vértices do AABC.

Sabendo que AM é uma das medianas, tal que
M(13), e que G(2 4) é o baricentro do tridngulo,

determine as coordenadas dos pontos A e B.
A(4,6); B(7,4)



/a:mcligé'm de alinhamento de trés pontos

Quando trés ou mais pontos estdo alinhados, ou seja, quando é possivel construir
uma reta passando por eles, dizemos que esses pontos sao colineares. Na figura
abaixo, os pontos A, B e C sao colineares. Ja os pontos A, B e D, por exemplo, nao

SA0 colineares. 5
&

//ﬁl

A

A partir das coordenadas de trés pontos, € possivel verificar se eles sdo coline-
ares. Para isso, considere os pontos A(x,,v,), B(x, ¥,) € C(x. Y,), representados

no plano cartesiano.
Yi

Yc 4
Ye 4

Se os pontos A, B e C sdo colineares, temos, pelo Teorema de Tales:

. AE_KB"H

= ] AE—yB_FA
AC x.-Xx,

AC y.-v,

Assim, segue que:
Xg—Xa
KXo =X,

yﬂ_y,ﬁ.

= XY e XY T X Y e KLY A TR Y X YA XY T XY =

= XY= XgY A =X, Yo =X Ya T X YA T X, Y5 =0

O 12 membro dessa igualdade corresponde ao determinante D=|x; vy, 1.

=
X

Portanto, se trés pontos, A(x,,Y,), B(x..y,) e C(x_.y.),

sao colineares, entao:

abscissas dos pontos _\L

A yﬁ;

D= X; Yg

X Ye

/I\— ordenadas dos pontos

1
1=0
|

lustragbes: Acervo da editora

—Ya7Va _, (xE— KA]{Y.; - FA)={KG P HA)I:':{E _Fh):’

De acordo com o
Teorema de Tales, se
duas retas
transversais sao
cortadas por um feixe
de retas paralelas,
entdo a razao entre
guaisguer dois
segmentos
determinados em
uma das transversais
é igual a razao entre
0s segmentos
correspondentes da
outra transversal.

a A
W
KBH.FE H‘IH EE/x// B

o -

K
ke Cu’y‘z” e ey
"-_H-—-"
muda o sinal
D= TR Y T XY TR TR Y TR, TR =
=XV XY, KLY XY XY TRV,

conserva o sinal

Se realizarmos o processo inverso, verificaremos que, se D=0, entao A{xh, Yy A),

B(x,, Y,) e C(x_,y.) sdo colineares.

Exemplo

Vamos verificar se os pontos A(1-2), B(3,-1) e C(7,1) estdo alinhados.

f =2 1
D=|3 -1 1=7-1+6-1-14+3=0
7 1 1

Portanto, os pontos A, B e C estdo alinhados.

o |

Acervo daeditora
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/Area de um triangulo

Dadas as coordenadas de trés pontos nao colineares, € possivel calcular a area
do triangulo cujos vértices sdo esses pontos.

Para verificar como realizar esse calculo, considere o AABC a seguir, em que
A(x,, ¥,): B(Xs Ys) © C(Xe Vo)

=Y
Acervo da editora

A area do AABC é igual a soma das areas do AACD e do ABCD.

Inicialmente, determinaremos a abscissa x, do ponto D em fun¢ao das coorde-
nadas de A, B e C. Como AABG ~ AADF, temos:

BG AG X _xgzyg_ygz}x —x +(KE‘-1A){}’C_?‘A]
DF_ AF X, -X, Y.-y, ° * ¥.~¥,

Agora, determinamos a medida CD:

(H‘E )( )| |[J{ — X )( YA)_(KB_KA)(yG"yA)i

Yi—¥, | | Ye—Ya

GD=]}{C--KD[= Xe=Xp—

Por fim, calculamos a area do AABC.

—L 4

8,p0=8, .0 #8, = =:CD-AF £ ~CD-FG=~-CD (AF+FG)=§-GD*AG=

ABC ACD BCD ™ o 2 E

' (Hﬂ_xh}(ya_y;j:g::a_K“)(y“_y“)l-hfa-nl=%'I(Kc-H)(?E-FA)-(xE-xA)(:~fc-n)|=

N = M| =

-
_(Knya T XY AT XY~ XY~ XgYa ‘?‘Jc)|= E : IKA:'!'"E: FXYat XY~ XY = Xg¥a— x.ﬂ.yf_‘.l

Note que X,y +X.Y, +X.¥.—X.Yg— XY, —X,Y, corresponde a D=i{x;, vy, 1|

Portanto, a area do AABC é dada por Sm=%-p|.

Exemplo

Para determinar a 4drea do AABC, em que A(2,-2), B(-3, 1) e C(1 3), calculamos
inicialmente o determinante D.

2 -2 1
D=|-3 1 1=-1-6-6+2-9-2=-22
T 3 1

Segue que:

sm=%~|-22|=%-22=11

Portanto, a area do AABC & 11 u.a. (unidades de area).

Acervo da editora




/AtiUidadES resolvidas \

R7. Calcule a area da regiao triangular delimitada pelo eixo y e pelos graficos das funcoes

f(x)=x-4 e g(x)=—2x+5.

Resolucao

Calculando f(0) e g(0), obtemos as coordenadas (x,y) dos pontos em que os graficos

das funcoes f e g intersectam o eixo y.

» f(0)=0-4=-4 — (0,-4)

- g(0)=—2-0+5=5 — (0,5)

Para determinarmos a abscissa do ponto em que os graficos das funcdes se intersec-

tam, igualamos f e g.

f(x)=g(x)=>x-4=-2x+5=3x=9=x=3
Substituindo x por 3 em uma das funcoes, obtemos a ordenada desse ponto.

f[3)=3—4=—1

Logo, os graficos das funcdes f e g se intersectam no ponto de

coordenadas (3,-1).

Finalmente, calculamos a area da regido triangular definida pelos

pontos de coordenadas (0,—4), (0,5) e (3,-1).

0 -4 1
D=[0 5 1|=-15+0+0+0-12-0=-27
3 =1 1
1 1, 27
S=—.|-27]=—-27=2"
i 2

. . : et
Portanto, a area da regiao triangular e = u.a.

Z Atividades \\=

1

Anote as respostas no caderno

Yi

f(x)=x-4

Aoervoda editora

32. Verifique em quais itens os pontos estao alinhados.

33

34,

=

a;, c; d

a) A(15), B(-3-7) e C(-1-1)
b) D(5,9), E(4,7) e F(3,6)

c) P(4,6), Q(-23) e R(-8,0)
d) §(52), T(129) e U(7,4)

Dados os pontos A(-3 -2), B(-12), C(0.3) e
D[Z 1), determine as coordenadas do ponto
E(x y), de modo que n&o seja possivel construir

os tridngulos de ABE e CDE. E[—%.%]

Sabendo que os pontos A(d.—ﬂ, B('l T) e G{?’,r]

sao colineares, determine o valor de r. r=-9

) .,, . Yi
Calcule a area da regiao triangu-

lar compreendida entre 0s eixos
cartesianos e o gréafico da fun-
¢éo f(x)=6-3x. 6 ua.

Acervo da editora

f(x)=6-3x

36.

37

38.

39.

Calcule a area do quadrilatero ABCD, cujas coor-
denadas dos vértices sdo A(3,5), B(-12), C(5,3)
e D(7,4). 10 ua.

Calcule a area de cada triAngulo cujos vértices
estao indicados.

a) A(-4,3), B(2-1) e C(32) 11ua
b) D(5.1), E(7.4) e F(-2-6) 5 ua.
c) G(-3,0), H(-6,2) e I(-1-4) 4 u.a.
d) J(8,5), K(4,-7) e L(22) 30 u.a.

Sabendo que os pontos P(3,-2), Q(m,0) e R(4, 8)
formam um tridngulo cuja area é 19 u.a., deter-

mine o valor de m. m=7 ou m:—%
Vi q f

No plano cartesiano, as retas re-
presentam as funcoes f(x):Ex e
g(x)=9-3x. Calcgu?le a area da
regiao indicada. £ ua.

=Y  Acervadaeditora

—
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Fontes de pesquisa: MOURAD,

Ronaldo Hogério de Freitas.
Dicionario enciclopedico de
astronomia e astronautica.
2. ed. Rio de Janeiro: Nova
Fronieira, 1995, p. 247-250.
<www. planetario.ufrgs.brf
aclipselunar. himiz.

Acesso em: 27 fev. 2016.
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40. Chamamos de eclipse o obscurecimento (parcial ou total) de um astro pela inter-

Eclipse lunar

posicao de outro, ou seja, um astro fica posicionado entre um observador e
outro astro, projetando uma sombra. Os eclipses mais conhecidos sao o lunar
e o solar, que acontecem guando o Sol, a Lua e a Terra ficam alinhados.

Esse alinhamento acontece em duas fases da Lua: na fase nova, quando a Lua
fica posicionada entre o Sol e a Terra; e na fase cheia, quando a Terra fica entre
o Sol e a Lua. No entanto, o plano de rotacao da Lua ao redor da Terra tem uma
inclinacao em relacao ao plano de rotacao da Terra ao redor do Sol, 0 que impos-
sibilita um eclipse lunar e um eclipse solar a cada mudanca de fase da Lua.

Lua na
fase cheia '

llustracao elaborada com base em: <www.planetano.uirgs.br/eclipselunar.htmi=. Acesso em: 27 fev. 2016.

Esses planos de rotagao possuem dois pontos em comum, e 0 eclipse acontece
quando a Lua esta proxima a um desses pontos, pois assim os trés astros encon-
tram-se alinhados em um mesmo plano, fazendo que um projete sombra no outro.
A sombra circular gue a Terra projeta na Lua durante um eclipse lunar foi, para
Pitagoras e Aristoteles, a prova de que a Terra era esferica.

No eclipse lunar, a Terra posiciona-se
entre o 5ol e a Lua, gerando uma sombra
sobre a Lua. Esse eclipse, que pode ser
total ou parcial, é visualizado em toda
parte da Terra em que & noite.

Shutterstack.ocom

Fatamontagem de Maryvane Viata Silva
formada pelas imagens Aphelleon/
Chutterstock.com & Skylines)

Lua na
Terra fase cheia

llustracdo elaberada com base em: MOURADO, Ronaldo Rogério de Freitas. Dicionario
enciclopédico de astronomia e astronautica. 2. ed. Rio de Janeiro: Nova Fronteira, 1995, p. 247,

Viato tarmada pela

1T B2 A |_'||‘u'_-||1_'-ﬂ_‘|||_.""-_1|'|ul @rslack.c

Fatamantagermn de Maryane Sil

Lalag]




Shutterstock com

EElipEE sular No eclipse solar, temos o alinhamento

Sol-Lua-Terra, ou seja, a Lua projeta sua

sombra na Terra. O eclipse solar, que

pode ser total ou parcial, é visto apenas
Sol onde a sombra da Lua e projetada.

Shutterstock.com @ Skyliness

tormada pelas imagens Aphellean,/
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liustrag@o elaborada com base em: MOURAO, Ronaldo Rogério de Freitas. Dicionario
enciclopedico de astronomia e astronautica. 2. ed. Rio de Janeiro: Nova Fronteira, 1995. p. 247

Utilizando a posicao do Sol (S) como origem, foram construidos dois planos @ —
cartesianos, | e ll, que representam a posicac da Lua (L) e da Terra (T) em —
dois momentos.

Yi T
o T Nos planos
: cartesianos, a escala
727 - : dos eixos e as
: : posicoes dos pontos
Yi : : gue representam os
_ L : i astros sao apenas
- i “T ) : i ilustrativas.
b 3. | - [ 5 | |
= | I s l l
% o ; -
: o g o
| % < 5L
plano cartesiano | plano cartesiano |l

De acordo com as informacoes apresentadas, resolva as questoes.

a ) Considerando que o plano cartesiano | representa a posicao dos

astros durante um eclipse lunar, calcule o valor da abscissa a da

posicao da Terra. a= 11
b) Sabendo que, no plano cartesiano ll, a distancia entre o Sol e a

Terra & de 20 unidades de comprimento, determine as coordena-

das da posicao da Terra para que os astros estejam alinhados.

Nesse caso, ha ocorréncia de um eclipse? De qual tipo? T(12,16): sim: eclipse solar
c ) Vocé ja observou um eclipse lunar? E um eclipse solar’? Resposta pessoal.

d) Pesquise as datas dos proximos eclipses que poderao ser vistos
do Brasil. A resposta depende do ano vigente.
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Considere a reta r representada no plano cartesiano.

v r

Yﬂ e e e e o e =

A

Em relacdao ao eixo horizontal, a reta r forma um angulo indicado por o, denomi-
nado angulo de inclinacao da reta.

O angulo o de inclinacao da reta e considerado no sentido anti-horario, sendo
0°<a<180°.

Yi ¥

N

0° <o <90° o 90° < <180°

& E= Ex
u/ X 0 X
Yi Yi

o =90° a=0°
L]

i, i

0 |- ] X 0 "

A tangente trigonométrica do angulo de inclinacdo o, ou seja tg o, € denominada
coeficiente angular da reta. Na reta a seguir, por exemplo, o coeficiente angular é

dado por m=tg 60°=./3.
v)

¥

Podemos obter o coeficiente angular de uma reta a partir das coordenadas de
dois de seus pontos. Para isso, considere as retas a seguir e os pontos A(xh, ‘h) e

B(Xg Ys)-

» 12 caso (0°<x<90°)

Em relacao ao AABC, temos:

BC Ye—¥
tgo=—=tga="2-4
SR T X =X,

lustragbes: Acervo daeditora



« 22 caso (90° <o <180°) ‘-*'*

MNote que
consideramos apenas
0S Cas0s em gque
0°<o<90%e
90° <a <18B0°, pois
para a«=90° temos

Acervo da editora

Y
Em relacdo ao AABC, temos:

BC Ys—Y Yoo¥a ]
t1BD°———t—B‘"“1:_E""
g( il o) A tge s xB:} go. o

0

gque tg o nao esta
definida, e para a=0°,
temos tga=0.

Em uma reta r, ndo paralela ao eixo y, que contém os pontos distintos A(xn, yh)

e B(x,, y,), temos que o coeficiente angular é dado por m=

Exemplo

b

Xg—X,

Para determinar o coeficiente angular m da reta que contém os pontos A(?, —3)

e B(4,-1), efetuamos o seguinte célculo:

el i), (@

4-7 3

7 tivi ]
AtIU]dEdES Anote as respostas no caderno

41. Determine o coeficiente angular de cada reta.

a) b)-2-+3
/3 ¥i r Y§ s J
3 5
e L 105° 2 |
0 X o g
tga+t
Lembre-se de que tg [ﬂ.+|3]= gottgp :
1-tgo-tgP

42. Calcule o coeficiente angular da reta que passa:

a) pela origem do sistema cartesiano e pelo

ponto A(-2 8) -4
b) pelos pontos B(2,3) e C(-6,11) -1

43. Sabendo que a reta r passa pelos pontos A(z, 3)
e B(x, x+2) e tem coeficiente angular m=-1, cal-

3
cule o valor de x. :-.::E

44, Determine a medida do angulo de inclinacao de

cada reta.
Vi
b)
EG'E' B' ——————————————

o

o
o4
0

Nustragbes: Acervo da editora

=¥

45. No plano cartesiano estao representadas as retas
r e s, tal que o angulo formado entre elas é reto.

-

»Y
Acervo da editora

]

a ) Determine o angulo de inclinacao de cada uma
das retas em relagcao ao eixo x. r: 30°; s: 120°

b) Qual é o coeficiente angular da reta r? E da
reta s? ‘“’_3 _.J3
3

46. Determine o coeficiente angular da reta que pas-

sa pelo ponto A(-26) e pelo ponto médio do

segmento com extremos B(-3,5) e C(7,3). _

.

47. Qual é o coeficiente angular da reta bissetriz dos
quadrantes pares do plano cartesiano? E dos

quadrantes impares? -1; 1

48, Hespnsta esperada: calcularia o coeficiente angular da
. reta que passa por esses pontos dois

(48. / DESEfIn '@ ~a dois e compararia os resultados,

caso o coeficiente angular seja o
mesmo, entdo os pontos sdo colineares. Nao sao colineares.

Expligue como vocé faria para verificar se trés

pontos A, B e C sao colineares utilizando conhe-

cimentos acerca de coeficiente angular da reta.

Em seguida, utilizando a estratégia que vocé

descreveu, verifique se os pontos A(2 1), B(4,-3)
C(-15) séo colineares.
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/E_quagﬁo da reta

No estudo da geometria analitica, € possivel associar a cada reta uma equacao,
denominada equacao da reta. Neste topico, estudaremos diferentes maneiras de se
obter a equacdo de uma reta, assim como distintas formas de representar essa

equacao.

Equacao da reta conhecidos um ponto e o

coeficiente angular

Ao definirmos um ponto A{xn, yn] no plano cartesiano e um coeficiente angular m,
podemos determinar a reta r que passa por A e tem coeficiente angular m.

Para obtermos a equacao dessa reta r, consideramos um ponto P(x, y) qualquer,
distinto de A e pertencente a r.

Do AAPC, temos:

Em uma reta r paralela ao

CP ¥—Y¥, eixo x, temos m=0 e
Bu= AC =m= =% = ¥Y=¥= m(x_ xﬂ) consequentemente, a
equacao de r € dada por Y=Y,
Portanto, a equacao da reta r € dada I3 uma reta s paralela ao eixo y

54

Exemplo

A equacao de uma reta que passa pelo ponto A(4,—3) e tem coeficiente angu-
lar m=-2 é dada por:

y-y,=m(x-x,)=y—(-3)=-2(x-4)=y+3=-2x+8= y=-2x+5

Equacao reduzida da reta

Estudamos anteriormente que a equacao de uma reta r que passa pelo ponto
A(xn, yn] e tem coeficiente angular igual a m pode ser determinada pela equacao
y—y,=m(x-x,)-

Considerando o ponto pertencente a reta r que intersecta o eixo y, ou seja, de
coordenadas (0,n), temos:

y—Y,=m(x-x,)=y-n=m(x-0)= y=mx+n

Denominamos a equacac na forma y=mx+n como equacao reduzida da reta,
sendo n o coeficiente linear.

coeficiente angular —\L
y=mx+n

L coeficiente linear

A equacao reduzida de uma reta nao paralela ao eixo y ) il
pode ser associada a uma funcao afim f:R—R, definida
por f(x)=ax+b, em que a é a declividade, e b, o termo 0 5 X

constante.

O grafico da funcao f(x]:ﬂx—ﬁ, por exemplo, corres-
ponde a uma reta cuja equacao reduzida é y=3x-5.

Acervo da editora




Equacao geral da reta

Podemos escrever para qualquer reta uma equacao na forma ax+by+c=0, em
que a, b e c sao os coeficientes, sendo a e b ndo nulos simultaneamente. Chama-

mos essa equacao de equacao geral da reta. i
A reta que passa pelos pontos A(-13) e B(2,-3), por exemplo, tem a seguinte LE_
equacao geral: Para obter a equacao, B
g tambem poderiamos
m= =-2 ter substituido as
2_(_1) coordenadas de
B(2-3)em
y-y,=m(x-x,)=y-3=-2[x—(-1)|=2y-8=-2x-2= 2x+y-1=0 y—y, =m(x—x )

Qutra maneira de determinar a equacédo geral da reta a partir de dois de seus
pontos & por meio da verificacdao do alinhamento de trés pontos.

Considere, por exemplo, trés pontos colineares: A(-13) e B(2—-3) novamente, e
um ponto F'(x, y) qualgquer. Como esses pontos estao alinhados, temos:

% 2
-1 3 1=0=3x+2y+3-6+3x+y=0=3(2x+y-1)=0= 2x+y-1=0
2 -3 1

Note que a equacdo da reta € a mesma obtida anteriormente.

Dados dois pontos distintos, A(x,,y,) e B(x,,y,), podemos determinar a equa-

- w

Acervo da editora

cao geral da reta que passa por A e B a partirde x, y, 1=0.

'_-.rﬂ'i

/Atividades resolvidas \

R8. Determine a equacao geral da reta r indicada a seguir.
Yi r

Resolucao

Note que a reta r forma com os eixos x e y um trian-
gulo retangulo. Sabendo que a soma das medidas de it i =
dois angulos suplementares é 180°, que a soma das
medidas dos angulos internos de um tridngulo € 180°
e que os angulos opostos pelo vértice possuem mes-
ma medida, podemos obter o angulo de inclinacéo,
como indicado na imagem ao lado.

Nustragbes: Acervo da editora

. V3
Como a reta passa pelo ponto (15,5v3 -5) e m=ﬁ. m=1930°=-

temos:

y-o=mfe-x) 2 y-(608-8) - Lx-16) 2y -85 5= Lx-58 2y - Lrrs=o

3
Portanto, a equacao da reta é y'—? x+5=0.
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R9. Dada a reta de equacédo y=—2x+5, determine as coordenadas do ponto:

a) em que a reta intersecta o eixo y c) de abscissa 6
b) em que a reta intersecta o eixo x d) de ordenada 3
Resolucao

a) A reta intersecta o eixo y no ponto em que x=0, ou seja:
y=—2-0+5=y=5
Logo, as coordenadas do ponto sdo (0,5).

Note que a reta intersecta o eixo y no ponto
de ordenada igual ao seu coeficiente linear.

b) A reta intersecta o eixo x no ponto em que y=0, ou seja:

D=-—2x+5:.%—2x=—5:>x=g

5
Logo, as coordenadas do ponto sao (E' DJ.

c ) Substituindo x =6 na equacéao da reta, temos:

y==2:6+5=2y=-7

Logo, as coordenadas do ponto sao (6,-7).

d) Substituindo y =3 na equacéao da reta, temos:
3=—-2X+0=-2X=-2=x=1

Acervo daeditora

Logo, as coordenadas do ponto sdo (1, 3).

R10. Determine a equacgao geral da reta que passa pelos pontos A(3,-2) e B(5, 4).

Resolucao
Podemos obter a equacdo da reta de trés maneiras.
» 12 maneira:

Calculando o coeficiente angular da reta:

Ye~¥a o 4_(_2) =E=3
X, —X 5-3 2

M=

Como a reta passa pelo ponto A(S,-E) e m=3, temos:

y-y,=m(x—x,)=y—(-2)=3(x-3)=y+2=3x-9= —3x+y+11=0

Para obter a equacao, também poderiamos
optar por utilizar o ponto E!(S.E\t).

« 22 maneira:
Substituindo as coordenadas dos pontos A e B na equacao y=mx+n e resolven-
do o seguinte sistema:
—2=m-3+n _[3m+n=-2 (-1} [-3m-n=2
pasees —
4=m-5+n Sm+n=4

2Zm=6=m=3

Sm+n=4

Substituindo m=3 na equacao 5m+n=4:
53+n=4=n=-11
Assim, a equacao geral da reta e:
y=mx+n=y=3X-11= -3x+y+11=0



* 32 maneira:

Alinhando os pontos A e B a um ponto genérico P(x, y) pelo determinante a seguir:

x: vy 1 ™~

o

D=0=3 -2 1=0=-2x+5y+12+10-4x-3y=0=2(-3x+y+11)=0=> -3x+y+11=0 E
5 4 1 &

RT1. Na figura a seguir, ABCD é um quadrado de lado medindo 3v2 e centro em O(D, El].
Escreva a equacao geral das retas que contém cada lado do quadrado.

Acervo da editora

Resolucao

Como ABCD e um quadrado com centro em O, temos que a distancia de cada vértice
a origem & a mesma, ou seja, OA=0B=0C=0D. Aplicando o Teorema de Pitagoras no
triangulo retangulo AOB, temos:

(AB)’=(OA)*+(OB)*=(3v2) =(0A)’ +(0A)’ =18=2(0A) = (0A) =9=0A =3

OA

Assim, a distancia de cada vértice a origem O é 3. Logo, as coordenadas dos veértices
desse quadrado sao A{-B, D], B(0,3), C(3,0) e D(0,-3).

Segue que:

- Equacéo geral da reta que contém o lado AB:

x y 1
-3 0 11=0=-0+3y-3x+0+0-9=0=3y-3x-9=0= -x+y-3=0
0 3 1

= Equacéao geral da reta que contém o lado BC:

=0=-9-0-0+3x+3y+0=0=3y+3x-9=0= x+y-3=0

W o X
O W =<
T S |

- Equacao geral da reta que contém o lado CD:

x y 1
3 0 1=0=-0-3y+3x+0+0-9=0=-3y+3x-9=0= x-y-3=0
0 -3 1

Xy
-3 0 1=0=-0+3y+3x+0+0+9=0=3y+3x+9=0= x+y+3=0
0 -3 1
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/ Ati“idadES \ = Anote as respostas no caderno.

i

49. Escreva a equacao reduzida da reta apresentada

em cada item.
a)y=4-x Y

b) y=x+5

120°

lHustragbes:
Acervo da editora

50. Qual é a equacéao reduzida da reta que:

a) passa pelo ponto A(5,7) e tem coeficiente

angular m=27 y=2x-3

b) passa pelo ponto B(-20) e tem coeficiente

angular m=-47 y=-4x-8

c) passa pelo ponto C(12 4) e é paralela ao eixo

das ordenadas? x=12

d) passa pelos pontos D(0,6) e E(-3,-9)? y:5:-=:+E3:

51. Para qual valor de p a reta que passa pelos pontos

M(p. 2p+1) e N(16) tem coeficiente angular —3?
D=

tn| oo

52. Considere a reta r indicada a seguir.

Vi
e o

Acervo da editora

el o o o o
DSl e e o e

=¥

E’A
a) Qual é o coeficiente angular da reta r? m=6
b) Escreva a equacao da reta r. y =6x

c) Dados os pontos A(3y,) e B(-2,y,) perten-

centes a r, determine os valores de y, e y,.
y1=18; y,=-12

58

53. (Enem-MEC) Um bairro de uma cidade foi plane-
jado em uma regiao plana, com ruas paralelas e
perpendiculares, delimitando quadras de mesmo
tamanho. No plano de coordenadas cartesianas
seqguinte, esse bairro localiza-se no segundo
quadrante, e as distancias nos eixos sao dadas
em quildmetros.

Acervo da editora

=¥

A reta de equacao y = X + 4 representa o plane-
jamento do percurso da linha do metrdé subterra-
neo que atravessara o bairro e outras regides
da cidade. No ponto P= (-5, 5), localiza-se um
hospital publico. A comunidade solicitou ao co-
mité de planejamento que fosse prevista uma
estacao do metrdé de modo que sua distancia ao
hospital, medida em linha reta, nao fosse maior
que 5 km.

Atendendo ao pedido da comunidade, o comite
argumentou corretamente que isso seria auto-
maticamente satisfeito, pois ja estava prevista a
construgcao de uma estacao no ponto: b

a) (-5, 0)

54. Escreva a equacéao reduzida da reta que passa
pelos pontos: Respostas no final do livro.

a) A(52) e B(-13)
b) C(0,-4) e D(16)
c) E(-12-7) e F(-52)
d) G(8 -3) e H(-4,-6)



55.

5b.

al

58.

Se a reta r tem coeficiente angular -6 e coeficien-
te linear -9, entdo a equagédo reduzidaderé: d

a) y=9x+6
b) y=-9x-6
c) y=6x-9
d) y=—6x-9
e) y=—2x-3

Observe a reta r em um plano cartesiano.

Acervo da edibora

|

0 2000

a) Escreva a equacgédo da reta r. y=1500+0,15x

b) Dados os pontos A(1500,y,) e B(2800, y,)
pertencentes a r determine os valores de vy,

e Vi n=1725; y.=1820
c) Determine o valor de x para y=2 550. 7 000

Para cada item, indique o coeficiente angular, o
coeficiente linear e represente cada reta indica-

Respostas no

da em um plano cartesiano. ¢ "5 o

a)y=3x-4
b) y=2-x
3

=—Xx+1

c)y 3x+

Observe a reta r em um plano cartesiano.

4 ¢

4

I
Lana

d |
Acerva daeditora

a) Esgrega a equacao de r na forma reduzida.
X+

b) Qual a lel de formacao da funcao f associada

ar? f(x)=6x+4

c ) Para quais valores de x a imagem de f é ne-
gativa? Em qual quadrante do plano cartesia-
no a parte correspondente do gréafico de f

esta contida? x-::—% 32 quadrante

59. Qual alternativa apresenta a reta de equacéo

y=3-X7b
a) vi c)
3
D X
b) Vi d) 7
e 0000 Bleae
0 % 57
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61.

(62. /A @

b3.

64.

Sabendo que o grafico de uma funcao afim é
uma reta, entdo é correto afirmar que toda fun-
cao afim decrescente possui declividade nega-
tiva? Justifique. Resposta no final do livro.

Escreva a equacao geral da reta que passa pelos
pcmtcus indicados.

a]A -8,3 EBD.4

]_HSB,E D(-1-6
e
A% (3y214 [£ )

M(1.4) e N(-4,9)
d) F‘{DF 7) e Q(2-5)

-X+y+7=0

Escreva a equacao geral das retas que passam
pelos vértices opostos de um quadrado locali-
zado acima do eixo das abscissas e cujos pon-

tos A(0,0) e B(-13) séo vértices consecutivos.
2x=y=0; x+2y=-5=0
Considerando a reta r, cuja equacao geral é

2y—6x+3=0, determine:

a) o coeficiente angular de r 3
o . 3

b) o coeficiente linear de r-E

c ) trés pontos que pertencem a r Resposta no
final do livro.

Sabendo que a reta r corresponde ao gréafico da

fungdo f(x)=ax+1e que f(2)=-3, resolva.

a) Qual é o coeficiente linear de r? E o coeficien-
te angular?1; -2

b) A funcéo f é crescente ou decrescente?

decrescente -
c ) Escreva a equacao geral de r. -2x-y+1=0

Sabendo que os pontos A (2,24) e B(5,60) perten-
cem a reta r, determine:

a) a equacao geral da reta r -12x+y=0

) se o ponto G{E—LHD) pertence a r nao
c) o valor de y para x=8 96

) o valor de x para y=156 13

39
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/ Posicao relativa entre duas retas

Em um plano, duas retas podem ser paralelas, coincidentes ou concorrentes
(obliquas ou perpendiculares).

Yi = Vi Y r Yi
r b r
)
5
f/ - - - s ol
0 / X 0 \ X 0 / X 0 / \ X
r=5 / f‘ s
rFessao ressao r e s sao concorrentes r e s sao concorrentes e
paralelas [rr’f's} coincidentes e obliguas perpendiculares {r J_s}

Neste topico, estudaremos as posicOes relativas entre duas retas geometrica-
mente e por meio de suas respectivas equacoes.

Retas paralelas

Estudaremos agora como verificar, por meio de suas equacoes, se duas retas sao
paralelas. E evidente que retas paralelas ao eixo x sdo sempre paralelas entre si e,
da mesma maneira, as retas paralelas ao eixo y tambem sao paralelas entre si. As-
sim, cabe analisarmos o caso em que as retas tém inclinacdo diferente de 0° e 90°.

Observe, por exemplo, as retas paralelas r:—x+2y+4=0 e s:-2x+4y—-4=0 em
um mesmo plano cartesiano.

Nustragdes: Acervo da editora

Como as retas r e s sdo paralelas, ndo ha par ordenado que satisfaca simultanea-
mente as equacoes de r e s, ou seja, essas retas nao tém ponto comum.

Algebricamente, podemos verificar se r e s sao paralelas escrevendo suas equagoes
na forma reduzida e analisando os respectivos coeficientes angulares.

= retar ; : wretas ;
—x+2y+4=l}:>2y=x-4:>y=§x—2 —E:-:+4~_|.r—4=D:>4y=21+4::-y=5x+1
1 é 1
m =— : m =—
-2 : =2

Como os coeficientes angulares sdo iguais [mr=ms], as retas r e s tém a mesma
inclinacdo (o, =, ). Observando os coeficientes lineares de r e s (n,=-2e n_=1), po-

demos notar que eles sao diferentes (nrins}, ou seja, essas retas sao distintas.
Portanto, as retas r e s sao paralelas.

Dadas as equacgoOes reduzidas de duas retas riy=mx+n_e s:y=mx+n_, temos
as seguintes possibilidades:
*m=m_en #n_—res paralelas (r/s)

*m=m,en=n-—>res coincidentes

. I'Tlr :"—'i"l'lE — r e s concorrentes



Retas concorrentes

Anteriormente, estudamos que se duas retas tém inclinacéo diferente de 0° e 90°
e coeficientes angulares diferentes, entao essas retas sao concorrentes.

¥i r
ry=mx+n )
Sly=mxX+n,
rnr;trns::&u,:tusé r e s sao concorrentes e 0L,
)

Agora, considere o caso de duas retas perpendiculares e nao verticais r e s.

¥i r

4 |

lus tragbes: Acervo da editora

0
.-‘"/f 5
Da soma dos angulos internos de um triangulo, temos que:

sen(n., +QI]"') _ coso,
cos(e, +90°) -sena,

= tgo =—

o, +90°+(180°~ 0, )=180°= 0, =0, +90° = tgor, =tg(cx, +90°)=

Portanto, se duas retas sao perpendiculares, o coeficiente angular de uma delas e

. ; ;3 , 1
igual ao oposto do inverso do coeficiente angular da outra, ou seja, m ,=——. Tam-
m

¥ s a oF & u [ 1 =
bem e possivel demonstrar que a reciproca e verdadeira, ou seja, se m_=-——, entao

as retas r e s sao perpendiculares. m,

Dadas duas retas rry=mx+n_ e s:y=mx+n_ nao verticais, temos que

2 : . 1
elas sao pEprﬂdlﬂU|EfEE entre siI se, e somente se, M. =—-==

1
tgo,

Lembre-se de que para
0°<a<180° temos:

1 m, . 5Eﬂ{ﬂ+9ﬂ°)=[ﬂ5ﬂ
rlsem=——ourlsem-m =-1
. m S . EUS(u+9ﬂ°)=—EEnm
/ Atividades resolvidas \
Hl<. Determine a equacao geral da reta que * 2% maneira:
passa pelo ponto A(3,1) e é paralela a A equacao da reta é da forma
reta r de equagao 5x-y+1=0. 5x—y—k=0. Como a reta deve passar
Resolucdo por A(3,1), temos:
Podemos obter a equacdo da reta de 5-3-1-k=0=k=14
duas maneiras. Segue que:
* 12 maneira: 5x—y—k=0= 5x—y—-14=0
Inicialmente determinamos o coefi-
ciente angular da reta r: Yh r 5x—y—14=0
X—-y+1=0=y=5x+1—> m=5
Como a reta deve passar por A(3,1) Note que a reta de
e possuir o mesmo coeficiente an- i} Gl A equacao Sx—y—k=0,

gular da reta r, ou seja, m=5, temos:

?—?n=m{x_xn):”?‘1=5(x_3):’

Acervoda editora

= y¥-1=3X-15=5x-y-14=0

: com k eR, possui 0

' 3 X mesmo coeficiente
angular que a reta de
equacao Sx—y+1=0.
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>
R13.

Determine a equacéao geral da reta s representada no grafico
ao lado.

Resolucao
Inicialmente, determinamos a equacao da reta r.

x y 1 ; %

-

0 -1 1=D::-2—D—U—x+2y+[]=l3::-y=§x—1 2

8

2 0 1 *
Logo, m —l
1 r 2'

1
Como a reta s passa pelo ponto [2,4) e é perpendicular a reta r, ou seja, m =——=-2,
obtemos a equacao geral da reta s: B
y-y,=m(x-x |=y-4=-2(x-2)=y-4=-2x+4=2x+y-8=0

Portanto, a equacédo geral da reta s é 2x+y—-8=0.

R14. Determine as coordenadas do ponto em que as retas r: —2x+3y+7=0 e s: x+2y=0 se

R15.

intersectam.

Resolucao
Obtemos o ponto de intersecdo das retas resolvendo o seguinte sistema:

Y —2%+3y+7=0

—-2x+3y+7=0 :}{—E}c+3y+?=ﬂ
x+2y=0 -(2) 2x+4y =0
y+7=0=>y=-1

Acervo da editora

/ %x+2y=0

Substituindo y por—-1 na equacao x+2y=0:
x+2:(—1)=0=x=2

Portanto, as retas intersectam-se no ponto de coordenadas (2,—1).

Verifique a posicao relativa entre as retas r: —bx+y+1=0, s: —-10x+2y-6=0 e

t: %x+y+1:{}, duas a duas.

Resolucao
Inicialmente, determinamos os coeficientes angular m e linear n de cada reta.

o =5x+y+1=0=y=5x-1 o =10x+2y-6=0=y=5x+3 . %x+y+1=ﬂ:>y=—%x—1

m=5en=-1 m=5en=3

mt=—E = nt=—1

Em seguida, verificamos a posicao relativa das retas, duas a duas. Yhys or »
Firs
*res:comom=m_en#n_, as retas r e s sao paralelas. rlt
; slt
*ret:comom=-—, as retas r e t sao perpendiculares.
m,
1 _ :
*s et comom=——, as retas s e t sd3o perpendiculares. 0 5"
m
i
= o
MNote que, em um mesmo plano,seres E
sao distintas e perpendiculares a uma g
reta t, entdo r e s sao paralelas entre si. 2



R16. Para quais valores de k as retas r: -5kx+10y-2=0e s: —[1—|<)x+ y+1=0 séao:

a) paralelas? b) concorrentes? c ) perpendiculares?
Resolucao
Temos que: K ’
» -5kx+10y-2=0=10y =5kx+2 =y = 5t « —=(1=k)x+y+1=0=y=(1-k)x—1
m=EEﬁ=1 m=1-ken =-1
r 2 r 5 5 5

a) As retas r e s serao paralelas se os coeficientes angulares forem iguais e os coefi-
cientes lineares forem diferentes. Como n #n_, basta verificar o valor de k quando
B k 2

=m =—=1-k=k==
I!'I"Ir ['!'IE':'.'#2 = 3

2 =
Portanto, para k=§ as retas r e s sao paralelas.

b) As retas r e s serdao concorrentes se os coeficientes angulares forem diferentes, ou seja:

m #m :ﬁEﬂ—k::rk:E
r = 2 3

Portanto, para k:g as retas r e s sao concorrentes.

c ) As retas r e s serdao perpendiculares se o coeficiente angular de uma delas for igual
ao oposto do inverso do coeficiente angular da outra, ou seja:

m =—l:}E=—L:}k—kE=—E:‘>k2—k—E=D =
" m. 2 1=K k=2

Portanto, para k=—1ou k=2 as retas r e s sdo perpendiculares.

R17. Verifique se o AABC no plano cartesiano ao lado é retangulo.

Resolucao

Para verificar se o tridngulo é retangulo, devemos verificar se as
retas que contém seus lados sao, duas a duas, perpendiculares.

(]
Y
Acervo da editora

Determinando a equacao da reta que contém cada lado, temos:

« Reta que contém o lado AB (AHE)

x y 1
== 1] =D=:-—1+4y—4x—1—y—16=ﬂ:Sy*Sx—-W:D:}y:Ex'i-E
3 3
-1 4 1
)
mﬁ—a
- Reta que contém o lado AC (AT)]
x ¥y 1 1
—4 -1 1=0=4+4y—-X—Xx+4y-4=0=28y-2x=0=2y=—X
4
4 1 1
1
H'IE—E
« Reta que contém o lado BC (BC)
A 3 17
-1 4 1 =D:,ﬂ—‘IE+y—x+4x+4y’—1=D::~5y+31—1?=ﬂ:sy=—gx+?
y B
3
Como mm-a-:—i, temos que as retas AB e BC sao perpendiculares; logo, o angulo ABC
Mgz

é reto, ou seja, o AABC é retiangulo em B.

O ponto e areta 63



Atmdades \

66.

67.

B69.

70.

1.

Anote as respostas no caderno.

Sejam as retas q:%x+3=y, r:3—-2x-y=0,

s:3y+2x=6 e t:2y—x—-6=0. Qual é a posicéao re-

lativa entre as retas:
a) g e s7 concorrentes
b) r e t? perpendiculares
c) t e g7 coincidentes

d) 5 e r? concorrentes

Em um plano cartesiano, construa um triangulo |
cujos vértices sdo os pontos de intersecao das
retas r:y=8, s:2x-2y+4=0e t:y+x=-4 e deter-

Resposta no

mine a area desse triangulo. eiad 6 s

Considere as retas r e t.

Acervo da editora

=Y

0 80

68. a) r:y:%x+25: E:y:%:HSE
a) Escreva a equacéo das retas r e t.

b) Determine as coordenadas do ponto de inter-

secao das retas r e t. (40,45)

Dadas as retas r:3kx—4y+2=0 e 5:—=6x+2y-7=0,
calcule k para que r e s sejam paralelas. k=4

Mostre que o quadrilatero ABCD, de veértices

A(3,0), B(0.2), C(4,8) e D(7,6), é um retangulo.

Respostas nas Orientacoes para o professor.

Escreva a equacao geral da reta que passa pelo

ponto P(3,2) e é paralela a reta s:12x—4y+1=0.
-3Ix+y+7=0

(2. //Desafio® -

64

. Considerando as retas de equacoes y=6-

Dada a reta r:x-2y+3=0 e o ponto P(I B], de-

termine:

a) a equacdo reduzida da reta s, que passa por

P e é perpendicular a r.y=-2x+8

b) as coordenadas do ponto simétrico a P em

relacdo a r. [21 2)

. 3 (a+1)

e x+ay+2=0, determine os valores reais de a

para gue essas retas EEjﬂm concorrentes.
S={acRlaz-2ea=1}

X

4.

15.

Observe as retas indicadas no plano cartesiano e
determine os pares de retas concorrentes e as
coordenadas do ponto em que elas se intersectam.

res: [E _l]
2 &

ret: (6 3);
u et (-10.-5);

-

¥
Acerva da editara

o

Em cada item, determine a equacao reduzida da
reta que passa pelo ponto P e e perpendicular a r.

3. .8 4. 11
a)y="x+= ¥y b) yyy=-—ox+— r

e 2 3 3

=¥

76. Observe o plano cartesiano, em que r//s//t, e

7l. Dados o ponto P

determine a equacao das retas s e r? 2= P 4=0;

i

3 5 e a reta r cuja equacao
geral é x+2y—-2= El determme as coordenadas

da projecéo ortogonal de P sobre r. [4 3]
2D

Acervo da Edﬂ:clr-!

78. Determine a abscissa do vértice A do tridngulo

indicado na figura. x=-5

Y

S B(0,2)

G{_ III"'1 D] 0

Acervo da editora
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Discussao de um sistema linear

Estudamos anteriormente que, quando existe, a solucao de um sistema linear
. w 5 ax+by=c,
com duas incognitas e duas equacoes corresponde ao par ordenado
ax+by=c,
(x, y) que satisfaz simultaneamente as duas equacoes do sistema. Isso equivale a
determinar as coordenadas do ponto em que as retas correspondentes as equa-

coes se cruzam.

Observe o exemplo.

Em uma papelaria, o preco de uma borracha e dois lapis é
R$ 10,00. Sabendo que ndo ha diferenca de preco entre uma bor-
racha e trés lapis, qual & o preco de cada um desses produtos?

Alias Studiot O/
Shutterstack.cam

lapis borracha

Sendo x o preco de cada borracha, e y, o de cada lapis, temos o sistema
X+2y=10
{x~3y=ﬂ
que as retas rx+2y=10 e s:x-3y=0 se cruzam.

. A solucao desse sistema corresponde as coordenadas do ponto em

Como (6,2) é a unica solucdo do sistema, r e s se cruzam em um unico ponto, de
coordenadas (6,2). Assim, o preco de cada borracha € R$6,00, e o de cada lapis,

R$ 2,00.

No exemplo acima, o sistema é possivel e determinado (SPD) e as retas corres-
pondentes a ele se cruzam em um unico ponto (retas concorrentes).

J
o
44
34

Proponha aos alunos que
verifiquem que as retas r e
s sdo concorrentes e se
cruzam no ponto de
coordenadas (6, 2).

-
Aceryo da editora

Contudo, quando o sistema possuir infinitas solucdes, as retas serao coincidentes,
e quando o sistema nao possuir solucao, as retas serao paralelas.

; : L > ax+by=c, &
Em um sistema linear com duas incognitas e duas equacoes 5 , em relacao ao par de retas
ax+by=c
2 2 2

rrax+by=c, e s:ax+b,y=c,, e as solucdes desse sistema, temos as seguintes possibilidades:

» sistema possivel e determinado » sistema possivel e indeterminado » sistema impossivel (Sl):re s

(SPD): r e s sdo concorrentes, (SPI): r e s sdao coincidentes, pos- sdo paralelas. Nesse caso,
cruzando-se em um unico ponto, suindo infinitos pontos comuns, o sistema nao tem solucao.
cujas coordenadas correspon- cujas coordenadas correspondem
dem a unica solucao do sistema. as infinitas solucdes do sistema.
Yi r Yi Yi S
N r s
=
L
= -
3
s 2
- = - E
0 X 0 X X
7 ras rils £
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’!Atividades resulvidas\

R18. Para tornar o campeonato brasileiro de futebol mais competitivo, a Confederacao
Brasileira de Futebol (CBF) adotou em 2003 o sistema de pontuacao por pontos
corridos, no qual sdao atribuidos 3 pontos para o time vencedor ou 1 ponto para
cada time, no caso de empate, sendo campeao o time que, ao final do campeona-

R19.

to, acumular o maior numero de pontos.

Considere um time que apenas ganhou ou empatou os 19 primeiros jogos que dis-
putou no campeonato. Quantos jogos esse time empatou, sabendo que ele acu-

mulou 37 pontos?

Resolucéao Y
Sendo x e ¥ 0 niumero de jogos vencidos e empatados, respec- 374

_ _ X+y=19 ; _
tivamente, temos o sistema . A solucao do sistema
3x+y=237
corresponde ao ponto onde as retasr: x+y=19 e s: 3x+y=37 se
cruzam. Resolvendo o sistema: 34
x+y=19 [_1]:. -X-y=-19 104
3x+y =37 3x+y =37
2x =18 =x=9 0

9+y=19=y=10

Como r e s se cruzam em um Unico ponto, de coordenadas (9,10}, temos que o

time venceu 9 partidas e empatou 10.

Classifique os sistemas a sequir em SPD, SPI ou SI, analisando os coeficientes

angulares e lineares das retas correspondentes.

2y —-3x=-12 y—2x=7 2y-x=4
a) b) c)

y+4x=3 5y—10x=>5 —4y+2x=—8
Resolucao

a) Sejam r: 2y-3x=-12 e s: y+4x=5 as retas correspondentes as
equacoes do sistema.

S
2
2

¢2y—31=—12:>y:gx—5%mr= en=-6

n

* Y+4x=0=y=—4x+5 — m =—-4 en_=

Como m #m_, as retas r e s sdo concorrentes; logo, o sistema é
SPD.

b) Sejam r: y—2x=7 e s: by—10x=5 as retas correspondentes as equacodes do

sistema.
s Y=—2X=/=2Y=2X+/

m=2en=7
* By—10x=5=2y=2x+1

m=2en_=1

Yi

r

Comom =m_en #n_, as retas r e s sao paralelas, ou seja, o
sistema é SI.

ri/s

lustraghes: Acervo da editora
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c) Sejam r: 2y—x=4 e s: —4y+2x=-8 as retas correspondentes as equacdes do

sistema. ; g Yi
. 2y~x=4:&y=§x+2 . —4y+2x=—8::y=51+2 r=s é
1 1 2/ =
m=—en=2 m=—en=2 :
r 2 r 5 2 e E

—4 0 X

Como m =m_e n =n_, as retas r e s sdo coincidentes, ou seja, o sistema é SPI.

Z Atividades X

Anote as respostas no caderno

79. Classifique os sistemas em SPD, SPI ou Sl

| y—3x=12 2y —4x=-3
a) + y=oX SPI 1:)*12y X SPD
2y—-6x=24 | 3x -6y =1
: 1
Sy+x=1 —y =
b) < Y EEF’D ci)ﬁ:":"'g\"F Ds|
s 3R | 2x+y=1

80.

venda de 33 sanduiches.

llus tracbes: Desenhorama Estddio

a) Escreva um sistema de equacdes que repre-

8A+12B =324

sente essa situacao.
A+B=33 ,

b) Classifique o sistema’ que vocé escreveu no

itemn a em SPD, SPI ou SIl. SPD

c ) Quantas unidades de cada sanduiche foram

vendidas no final de semana”
frango: 18 unidades; vegetariano: 15 unidades

81. Calcule o valor de m para que o sistema de equa-

—2X+y=3

nao possua solucao.m=-4
mx+2y=1 ¢

coes {

Na cantina de uma escola, sdo oferecidos dois
tipos de sanduiches, frango e vegetariano, cujos
precos estao indicados abaixo. Em um determi-
nado dia, essa cantina arrecadou R$ 324,00 na

82. Represente geometricamente os sistemas de
equacoes e, caso eles sejam SPD, determine sua
solugao. Respostas no final do livrp.

{81—23;:2 2y —=2x=1
a) b) 1
IxX=y=-6 x:y—E

Em cada item, esta representadd geometricamen-

te um sistema linear em que as retas r e s cor-

respondem a equacgoes com duas incognitas.

83.

Classifique cada sistema em SPD, SPI ou Sl.

a) vi c) v
SPD ~ r SP =
s
o 7 X ﬂ,//f %
/]
Fal
b) s d)
Y4
SPD
5
:
s
-
0 X i
rifs 2 g ,-J_SE

84. Dado o sistema de equacOes com coeficientes
— {y=[a-1);~: +2
y—2x=Db
tema seja:
a) possivel e indeterminado a=3; b=2
b) possivel e determinado a=3; beR
c) impossivel a=3; b#2

, calcule a e b para que 0 sis-

85. Calcule a solucdo dos sistemas de equacdes,

caso exista.

il X=3y=6 nao existe 2y—x=4
2X=B(},-'+‘I) solucao y+2x=—4
‘ 12 4
. X=—— =

b) 3y—-2x=3 i o0 5 5
Bx+2y=4" 19' 7719

67
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/ Angulo entre duas retas concorrentes

Observe no plano cartesiano ao lado as retas r e s, ndo paralelas aos eixos x ou y

e ndo perpendiculares entre si, e 0 angulo agudo 6 formado entre elas.

_Na deducao de g6, foi utilizada a formula da tangente da diferenca
Temos que: de dois arcos, assunto estudado no volume 2 desta colegao.

tgo, —tga, ~ m_-m
1+tga -tgo,  1+m_-m

o, =0 +0=0=0 —o =tgb=tg(a -0, )=

Como 6 é agudo, ou seja, 0°<06<90°, temos tg6=>0. Assim:

0
/ taf=|—=
9 1+m_ -m
Messe caso, m e m_ EHEiTipLD
sao, respectivamente,
os coeficientes Vamos determinar o angulo agudo 0, formado pelas
angulares das retas 1 1
res. retas r:y=5x+1 e 5:y=—§x+4.
ool
m_—m
tgH=| s~ vl 3 2 |_959=45° e
1+m, m, 1,{_1}1 o+ & 5 5t & %
3} 2

E importante observar que, dadas duas retas concorrentes r e s, temos outros
trés casos em relacao ao angulo 8 formado por elas:

= r e s perpendiculares » r paralela ao eixo x » r paralela ao eixo y
entre si
¥i Yi S Yi

N S b L
u.\/ﬁ ‘é';:

lustracoes: Acervo da editora

. 0 / 0
y /| e
Nesse caso, 6 =90°. Nesse caso, 6 =, Nesse caso, 6=90°-q,
(se 0°< o, <90°) ou
2 e tgb=|—
6=180°—a, 9%,
(se 90° <o, <180°) e
g6 = ‘ms :
 —— i=
ﬂtIUIdEdES \ = Anote as respostas no caderno.
86. Para cada item, determine a tangente do angulo = 87. Sabendo que o angulo agudo formado pelas retas
agudo formado pelas retas r e s. | rmx+2y-5=0 Ee s:y=6-2x e de 45°, calcule o
a) r:x—2y—6=0 e s:y=1-x 3 valor de m. m=2 oum==6
b) riy=2x-3 e s:y=—4x+2 2 - BB8. Considerando o ponto P(v27,3) e a reta r de
&) 7 d | equagao y++3x-4=0:
4 Vi | a) escreva a equacéao geral da reta s nédo para-

lela ao eixo x que passa por P e forma um
angulo de 60° com r; s:=3x+y+6=0
b) represente geometricamente essas duas retas

- Resposta no
em um mesmao DiEif‘ID cartesiano. 6nal oo livro.

Acervo da editara

89. Calcule a tangente do angulo agudo formado pelas
retas que representam as funcoes f(x)=2x+4 e f‘*.%

68



90. Nas paginas 36 e 37 estudamos informagoes sobre r
como o arco-iris & formado e visualizado por um
observador.

Ao lado, esta representado pela intersecao das

retasr:-26x+31y=114 e s:y =2 o angulo forma-

do entre a linha de visao de um observador e 0 a

raio de uma das cores do arco-iris. Determine /{ :

essa angulacao. aproximadamente 40°
Leve para a sala de aula uma tabela trigonometrica ou
diga aos alunos que, se tga=0,839, entdao a = 40°.

/Distancia entre ponto e reta

Acervo da editara

Estudamos em anos anteriores que a distancia entre um ponto P e uma reta r
corresponde a distancia entre esse ponto e sua projecdo ortogonal em r.

Para determinar a distancia entre o ponto F’(4, 5) e a reta rn-3x+4y+2=0, por
exemplo, obtemos inicialmente a equacdo da reta s, que passa por P e é perpendi-

cular a r no ponto P'. Em seguida, calculamos a distancia v t distncia
entre P e P. 5| WP entrePer
Coeficiente angular de r: 44 : g
3 1 3 ' 3
-3x+4y+2=0=y="x-— > m== 34 : :
4 2 4 " . 2
Por r L s, segue que: | E
< ! :
1_1_ 4 : . ]
mEZ——=—§=—§ - l ; 1 ' e o m
R 10171 5 5 4 & 6 % &
r — = =
4 i

Como s passa por F‘(4, 5), temos que a equacao de s é dada por:
-l,,-_yﬂ=ms(x-=xn):}y—5=—%{x—4):;y—5=—gx+§:}4}{+3};—31=D

O ponto P’ é comum as retas r e s. Assim, as coordenadas de P’ correspondem
a solucéao do sistema:

—3x+4y+2=0 ~(4):} —12x+16y+8=0
4x+3y-31=0 (3) 12x+9y-93=0

25}*—85:0:}?:%

Substituindo y por g em -3x+4y+2=0, temos:

—Sx+4-E+E=D:>—3x+@+2=ﬂ:;~x=§
o 5 5
Calculando a distancia entre P(4,5) e F{%, g]

2 Z 2 2
PP = E—f-‘- + E—ﬁ = E + —E = E+E= m=ﬁ=2
5 5 5 5 25 25 25

Portanto, a distancia entre o ponto Pe aretaré 2.

Outra maneira de calcular a distadncia d entre um ponto F(:-:P, yp) e uma reta
rrax+by+c=0 é por meio da férmula:

| | Explique acs alunos que a
= ax,+by,+¢| farmula ao lado pode ser

[aZ + b2 demonstrada, o que nao
sera feito nesta colecao.

Utilizando essa formula no exemplo apresentado, temos:

{}J—&4+45+EL}42+20+$_10_2
- J(-3) +42 ~ Jo+16 5
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/Atividades resolvidas \

R20. Determine a distancia entre as retas paralelas r: 12x-5y-2=0e s: 12x-5y+24 =0.

Resolucao

Como as retas sao paralelas, a distancia entre elas é
igual a distancia entre uma e um ponto P qualquer da
outra reta. Tomando x =1 na reta r, temos:

rifs

12.1_-5y-2=0=y=2

Logo, P(12) pertence a reta r.
A distancia entre o ponto P e a reta s € dada por:

q_[12:14(-5)-2+24 [12-10+24 26 _, /‘“E
© Ji22e(-5? V144425 13

Scervo da editora

=¥

Portanto, a distancia entre as retasre s é 2.

Calcule a altura do AABC, de vértices em A(6, 2), B(9, 5) e C(1, 3), em relagédo ao lado
AB.

Resolucao
A altura em relacao ao lado AB é igual a distancia entre o ponto C e a reta AB, ou
seja, a reta-suporte do lado AB.

Obtemos a equacéo da reta AB:

x ¥y 1
6 2 1|=0=-18-6y-5x+2x+9y+30=0=-3x+3y+12=0=-x+y+4=0
9 5 1

Assim, a distancia entre o ponto C e a reta AB é dada por:

C|(=1)-141-3+4 |-1+3+4 6 -\E—BJE
- J{_1}E+12 T e RN

Portanto, a altura do AABC em relacdo ao lado AB é 3v2.

/4 £=
" ] FE
AtI‘UIdE dES == Anote as respostas no caderno.

91. Em cada item, calcule a distancia entre o ponto = 92. Dadas as retas de equacoes
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Aearetar

a) A(22) e r:2y+x-1=05

b) A(-13) e r:y—3x+6=0 810
5

C ] 31.-"2
2

Yi

2% A

Ol 1

45°

y=4x+2 e —2x+%y+3=ﬂ, responda.

a) Essas retas sao paralelas? sim
b) Qual é a distancia entre elas? 817

17
- (93.//Desafio ©® -

d) 7v41

dicular a retar:x—y+8=0 e distante V2 unidades
do ponto A(12). y=-x+1ouy=-x+5

94. Seja A(26) um dos vértices do quadrado ABCD.

Hustracbes: Acervo da editora

quadrado e as coordenadas do vértice C.
50 u.a.; C(-6.0)

Determine a equacao reduzida da reta perpen-

Sabendo que os pontos B e D estao sobre a reta
de equacao 4x+3y-1=0, calcule a area desse



/Inequacao do 1° grau com duas variaveis

Uma reta define em um plano duas regides denominadas semiplanos. Nesse
sentido, ao tracar em um plano cartesiano uma reta r.ax+by+c=0, podemos asso-
ciar os semiplanos determinados por essa reta as inequacdes do tipo ax+by+c=>0,
ax+by+c<0, ax+by+c=0 ou ax+by+c<0.

Escrevendo a equacgao da reta r na forma reduzida, com b0, temos:

ax c
ax+by+c=0sy=-—--——
b b
Considerando os semiplanos determinados por r:ax + by + ¢ = 0, temos dois casos.
=« b>=0 EK-!-b}"-l—E}D-.‘::I-'}I’}—%—E
Y

ax
b

4+——r:ax+by+c=0=y=- E

ax ¢
4+——ax+by+c<0« yﬂ:—?—g

-
X

b

Note que, para b>0, o sinal da desigualdade das equacoes geral e reduzida
permanece 0 mesmo.

ax+by+c<0+ }—E—E
« b<0 y
Vi

dX C

4——rax+by+c=0=y=——-—

b b

q—ax+by+ﬂ>ﬂﬁy{—%—§
-
P X
Note que, para b <0, o sinal da desigualdade das equacodes geral e reduzida se

inverte.

Quando b=0, ou seja, quando r é perpendicular ao eixo x, a equacao geral da
reta serd dada por r:ax+c=0 e definira dois semiplanos, um a direita e outro a
esquerda de r.

Podemos resolver graficamente a inequacao —-x-2y+4<0, por exemplo. Para
isso, isolamos a variavel y.

—x—2y+4e:D:}y}—-;—+2

; X ; ;
Em seguida, tracamos a reta r:y=u—E+2 em um plano cartesiano. O conjunto

. . " X " : .
solucao da inequacao y}-§+2 sao os pontos do plano localizados acima [:] da

reta r. Portanto, a inequacao —-x-2y+4<0 determina um semiplano aberto acima da
reta r, conforme a figura abaixo.

Yi
: 44 )
h“"h. 3T -.é-

T —x-2y+4<0 2 O semiplano é aberto,
E“‘*-.‘ P pois a reta r nao faz
1t “‘-..__ g parte da solucao da

— SR % inequacao.
-2 10 1 2 3 4 “E‘-.. B Xs
_1-! ""..‘_ﬂ. "'=::
o4

0 ponto eareta 71



Também podemos verificar que esse semiplano é solucao, substituindo nessa
inequacao as coordenadas de um ponto qualquer nao pertencente a r.

Observe que A[D, 4] nao pertence a r. Substituindo as coordenadas desse ponto
na inequacao —x-2y+4<0, temos:
—X—-2y+4<0—--0-2-4+4<0=-4<0
Como o ponto A satisfaz a inequacdo —-x-2y+4<0, o semiplano determinado
por r e por A é solucdo dessa inequacao.

Considere agora E(S, -—E] um ponto nao pertencente a r. Substituindo as coorde-
nadas desse ponto em —x-2y+4<0, temos:

-x—2y+4{n—:-—3-2~[—2)+4-::n:=,=5{u

Note que 5<0 é falso, logo o ponto B nao satisfaz a inequacao. Portanto, o se-
miplano determinado por r e por B nao é solucido dessa inequacao.

/Atividades resolvidas \

; . : : } bx+2y-2>0
RZZ. Represente graficamente a solucao do sistema de inequacoes ;
X—-y+1=0
Resolucao

Inicialmente, para cada inequacao do sistema, isolamos a variavel y e indicamos, no
plano cartesiano, o semiplano associado.

12

5 51+2y—2:-ﬂ:¢~y:-—52—x+1

Para indicarmos no plano cartesiano
o semiplano associado, tracamos a

reta r:y=—52—x+1. A solucao da inequa-

- OX ~
cao y::--?ﬂ sao os pontos do plano

localizados acima (>) da reta r. Logo,
a inequacao 5x+2y—2>0 determina
um semiplano aberto acima da reta r.

R Yi

18 sx +2y-2=0

» X—y+1=z0=2y=x+1

Para indicarmos no plano cartesiano o
semiplano associado, tracamos a reta
s:y=xXx+1. A solucao da Iinequacao
y =x+1 corresponde aos pontos do
plano localizados abaixo ou pertencen-
tes (=) a reta s. Logo, a inequacao
X—y+1=0 determina um semiplano
abaixo da reta s, incluindo essa reta.

0 2 X
5
Portanto, representamos a solucao do sistema pela interse- 7
cao das regioes dos semiplanos determinados pelas duas
inequacoes. 160" [5x+2y-250
i
'\ ix=y+1=0 =
L 2
' B
L )
Note que o ponto (l'.], 1) de "1‘ g
intersecao das retas nao e solucao \ 5
da inequacao 5x+2y-2>0; logo, 1 ¥
nao é solucao do sistema. - E B
4 29 G




/ Atividades \

95.

m—

o b o |
(i

Anote as respostas no caderno.

Represente geometricamente a solucao de cada

inequacao. Respostas no final do livro.

g8.

a) y<4-x c) y-2x+1=0
b) x+y-2=0 d) 2x-6y>0

96. A regiao indicada no grafico representa a ine-
quacao: c ; é
a) by+2x-10<0 1i e;
b) 5y-2x-10<0 — : - ¥
) . -10| 1 ?x§;
c) Sy—-2x+10=0 -1t 3
= ;:

97.

d) 5y+2x+10>0

Para cada item, escreva uma inequacao do

12 grau para representar a regiao destacada.

Y
a) ‘ y+3x=-3>0
"'i
3
L
\
L
i
L
\
‘ll =
0 ﬁ X
L 1
!
“i
b) Yi
)
2 5
y——=10
2
0 X
c) Vi 1
——x+1>0
=2
o 5 %
ol
d
) Y Xx=4=0
g
0 4 EE
-

(Enem-MEC) José e Antdnio viajarao em seus car-
ros com as respectivas familias para a cidade de
Serra Branca. Com a intencéao de seguir viagem
juntos, combinam um encontro no marco inicial da
rodovia, onde chegardo, de modo independente,
entre meio-dia e 1 hora da tarde. Entretanto, como
nao querem ficar muito tempo esperando um pelo
outro, combinam que o primeiro que chegar ao
marco inicial esperara pelo outro, no maximo, meia
hora; apos esse tempo, seguira viagem sozinho.

Chamando x o horario de chegada de José e y
o horario de chegada de Antdnio, e representan-
do os pares (xy) em um sistema de eixos car-
tesianos, a regiao OPQR abaixo indicada corres-
ponde ao conjunto de todas as possibilidades

para o par (xy):

vy} Chegada de Antonio
P Q
1 *-
(13 h) ;
i o
: 5
I S
i :
| =
ﬂer #H = Chegada de José :
(12 h) (13 h)

Na regiao indicada, o conjunto de pontos que
representa o evento "Josée e Antonio chegam ao
marco inicial exatamente no mesmo horario”
corresponde: a

a) a diagonal OQ d) ao lado QR
| b) a diagonal PR e) ao lado OR
c) ao lado PQ
(99. // Desafio ©®
f : : . 2X+y-=1
e Resolva geometricamente a inequacao ——— =0.

100.

101.

102.

A=Y
Represente em um plano cartesiano a solucao

. : " Respostas no
dos sistemas de inequagoes. final do livro.

Resposta no final do livro.

2) y+3x+2>0 ) y=x+3>0
Bx+2y-1=0 2X=y+2>0
rx+1 <1

b) {37
5x+y=0

Determine a regiao do plano cartesiano definida

pelas inequacoes y—-x=-2 e y=x+2.
Resposta no final do livro.

Em um plano cartesiano, indique a regido que é a

solucao simultanea das inequacoes - 2x-6y+18 =0,

% +2y+19=0e 7x—4y—-13=0 e calcule a area

dessa regiao. Resposta no final do livro.
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A circunferéncia

e as conicas

capitulo

o

.

0 aparelho de GPS pode
ser utilizado para tracar
uma rota e informar a
velocidade e a direcdo do
deslocamento.

Fincasso S Shut terstock.com




o GPS

Veja mais informacoes sobre
o GPS no site:

« <http://tubim/k699pk> Por muitos séculos, o ser humano utilizou elementos da
* <http://tubim/77cpv3> natureza para se orientar na superficie terrestre. No entanto,
(acesso em: 3 mar. 2018) ao longo do tempo, avancos tecnologicos e cientificos possibili-

taram o desenvolvimento de diferentes equipamentos e sistemas
de localizacao, que permitem saber onde estd um objeto em
qualquer ponto da Terra. Um exemplo € o GPS (do inglés Global
Positioning System — Sistema de Posicionamento Global).

Para o funcionamento do GPS existem 24 satélites, distri-
buidos em seis orbitas em torno da Terra, dentre os quais
pelo menos quatro podem monitorar um mesmo objeto do
globo terrestre. Por meio de informacdes como o tempo de
viagem de sinais de radio entre o satélite e o aparelho receptor
do GPS, obtido por meio de relégios atdmicos, e a velocidade
de propagacao do sinal, previamente conhecida, € possivel
determinar a distancia do satélite até o receptor. A partir da
informacao da distadncia em relacao a trés satélites, o receptor
utiliza um principio matematico denominado trilateracdo para
obter a latitude e a longitude do ponto em que se encontra.
Com informacdes de um quarto satélite, € possivel também
determinar a altitude.

Fonte de pesguisa: VEJA. Sdo Paulo: Abril, ano 39, n. B4, p. 64-65, dez. 2006. Edigao especial.

A trilateracao

Considerando que o
objeto esteja
simultaneamente na
superficie das duas
esferas, ele podera ser
localizado na intersecao
dessas esferas, ou seja,
em uma circunferéncia.

E como se o aparelho
criasse esferas hipotéticas
em torno de cada satelite,
onde o objeto a ser
localizado estaria.

Considerando que o objeto esteja tambem na
superficie de uma terceira esfera, ele podera
ser localizado em apenas dois pontos que
surgem da intersecao dessa esfera com a
circunferéncia ja obtida anteriormente. Um dos
pontos geralmente estara situado no subsolo
ou na atmosfera, o outro correspondera a
localizacao do objeto e do receptor.

lustragbes: M. Akira

—, Oriente 0s alunos a escreverem as respostas no caderno.
(A, Que informacoes podem ser obtidas com um aparelho

receptor GPS, visando a orientagao na superficie terrestre?
A latitude, a longitude e a altitude referentes a um ponto qualquer.

(B) No principio da trilateracdo, de acordo com o esquema
apresentado, que figura geomeétrica € determinada pela
intersecao de duas esferas hipotéticas criadas a partir do
receptor GPS e de dois satélites?circunferéncia

(C) Pesquise situacoes nas quais os receptores GPS podem ser

Ve A h‘_‘_h! L L : : ' utilizados Algumas possiveis respostas: pode ser utilizado para rastrear
AN BV M h 8 0 2 TS o : “animais; obter a posicao de veiculos; orientar motoristas;
AT LR RNE TR sk Sy e (SO, . obter informacoes sobre altitude durante a pratica de

P AT TR e SRR R e K T R N - s esperies como alpinismo.




/ Circunfer@ncia Sumioes s uidedes O héchas 507 ¢ 508 da soqhe.
Acessando tecnologias.

Nas paginas 74 e 75, vimos que no funcionamento do GPS é utilizado um princi-
pio matematico chamado trilateracao, a fim de obter as coordenadas geograficas
em que determinado ponto se encontra na superficie da Terra. No esquema apre-
sentado nessas paginas, que detalha a trilateracdo, vimos que a intersecdao de

duas esferas determina uma circunferéncia.

M. Akira

circunferéncia

A circunferéncia € uma linha fechada em um plano, em que todos os
pontos estdao a uma mesma distancia de um ponto fixo, denominado cen-
tro. Cada segmento de reta com uma extremidade no centro e outra na
circunferéncia € chamado raio.

A

centro: O
raios: OA e OB

Neste topico, faremos o estudo analitico da circunferéncia no plano cartesiano.
Para isso, considere inicialmente a circunferéncia de centro [}[a, h] e raio de medida
r, e um ponto A(x,y) pertencente a ela.

¥4

Ilus tracdes: Acervo da editor

Nessa circunferéncia, a medida r do raio é dada pela distancia entre os pontos
O e A, ou seja, r=0A:

2

DA:J[:{—-&)E+(y—b)E =r::-[\f(x—a}2+(y-h)2] =r*= (x-a) +(y-b) =r*

No caso em que o Lequa;én reduzida
centro da " ; : ; _ . . .

: oy 5 % A equacao obtida e denominada equacao reduzida da circunferéncia.
circunferéncia é a
origem {J{D. D]. a Desenvolvendo essa equacdo, obtemos a equacao geral da circunferéncia:
eqguacao reduzida e ; ;
dada por x*+y*=r’ e (x—a) +(y-b) =r*=x*-2ax+a’+y*-2by+b’=r’= x*+y’-2ax—2by+a’+b*—r’=0
a equacao geral, por
x*+y?—ri=0. Lequagﬁu geral

76



Exemplo

Vamos obter as equacodes reduzida e geral da circunferéncia de 17

centro O(4,5) e raio de medida 3. 8
* equacao reduzida: 7
2 2 s 2 2 2 2 2 GRS
(x—a) +(y-b) =r’=(x—-4) +(y-5) =3°= (x-4) +(y-5) =9 !

5_ e

= equacao geral: s

(x—4) +(y—5) =9=>x*-8x+16+y*~10y+25=9= x’+y*-8x—-10y+32=0 g 1:

Nesse caso, os pontos cuja distancia de G{-'-L 5) e de 3 unidades per- i et i §

tencem a circunferéncia e satisfazem sua equacao. Alguns desses 1+ : =

pontos sio: I . e b
0l 1 2 3 4 b 6 7 X%

-4 )

s A(4,2): (4-4)"+(2-5)"=9=0?+(-3)'=9=9=9
« B(7,5): (7-4)"+(5-5) =9=32+0°=9=9=9

fAtividadES resolvidas A

R1. Determine as coordenadas do centro e a medida do raio da circunferéncia de equacao
X2 +y° +4x—-6y—3=0.

Resolucao

Podemos obter as coordenadas do centro e a medida do raio da circunferéncia de
duas maneiras.

* 12 maneira: completando quadrados.
O metodo de completar quadrados consisie em escrever a equacao na forma re-
duzida [x—a)2+(y—b)2=r2.
X°+y +4x-6y-3=0=x"+4x+y° -6y—-3=4-4+9-9=

0

(x+2)” (y-3)°

= X*+4x+4+y By +9=4+9+3= (x+2) +(y—3) =4
Portanto, a equacao representa uma circunferéncia com centro em (—2, 3] e raio de

medida 4.

» 22 maneira: método da comparacao.

O meétodo da comparacao consiste em comparar, termo a termo, os coeficientes
da equacao geral da circunferéncia.

: | I_i_l I | f | i
x%+y2 +4x—By—3=x2+y’ —2ax—2by +a’ +b’ —r’

Logo:
—2a=4=3=-2
-2b=-6=b=3

=4
az+b2—r2:—3:,*-[—2)2+32—r2:—3:~4+9—r2:—3::”'2:15<

r=-—4 (impossivel)

Portanto, a equacao representa uma circunferéncia com ceniro em (—2, 3] e raio de
medida 4.

MNote que, como a medida do raio da

circunferéncia representa uma medida de

comprimento, o valor r=-4 é impassivel.

Assim, devemos considerar apenas os

valores positivos para as medidas do raio
X da circunferéncia.

Acervo da editora

A circunferéncia e as conicas ?7
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?

RZ. Determine a equacao geral da circunferéncia de centro D[1,2] que passa pelo ponto
P(4,—2].

Resolucao
Como a medida do raio da circunferéncia & OP, temos:

OP=/(4-1) +(-2-2)" =(OP) =3%+(-4)° = (OP)’ =25=r*=25

Assim, a equacao geral da circunferéncia é dada por:

(x—a]2+[y'—b]2 =r2::-[‘,1{—1)'?+[11.|»r—:'£*)2 =25 =x®=2x+14+y? -4y +4-25=0=

= X" +y —2x—-4y-20=0

R3. Qual é a area do circulo limitado pela circunferéncia de equacédo x*+y” +2x—-4y—-31=07?
(Considere nt=3,14))

Resolucao Vi
Utilizando o método do completamento de quadrados, temos:

X*+y’ +2x—4y—-31=0=x"+2x+y°—4y—-31=1-1+4-4 =
0

(x+7)° {Y—E]E

:,ﬁf+2x+i+f—4y+4=31+1+4:ar(x+1)2+(y—2)2=62

=¥
Acervo da editora

<

Logo, a equacao representa uma circunferéncia com centro
em (-1, 2) e raio de medida 6.

Portanto, a area do circulo é:

A=nr’=314-6°=113,04 - 113,04 u.a.

R4. Na circunferéncia a seguir, os pontos A e B sdo extremidades de um diametro. Escre-
va, na forma reduzida, a equacao dessa circunferéncia.

Y

B

Acervo da editora

Y

]
(]
3

|
i
|
1

0

Resolucao

Seja O(a, b] o centro da circunferéncia. Como AB é um diametro, temos que O é o
ponto médio de AB. Assim:

X, +Xg 3+1 4 Ya+V¥Ys
= — :—:2 b: —
=y 2 "2 2 2 2

3
L 0] 2, —|.
0go, [rz)

A medida do raio da circunferéncia € r=0A=0B. Assim, temos:

2 2
F=0A= {3~2]2+(2-EJ :}ra=12+(1) a2
2 2 4

Logo, a equacao da circunferéncia é:

[K——E}E+[y—h]2=r2=:»{x—-2}2+[y—g)z=§

2+1_3

Acervo daeditora



e
% o=
/ AtlUldEdEE \“= Anote as respostas no caderno.

1. Determine as coordenadas do centro e a medida 8. Escreva a equacéo reduzida que representa cada
do raio da circunferencia de equacao: circunferéncia.
a) x2+(y—-2) =9 0(0,2); 3 a) v

b) x*+y*+2x—7=0 0(-10); 22

c) x2+ﬁx+y2+y=—3Tf’ G[—S.—%]: 1 =

d) y*+8(y—x)+x*+28=00(4,-4); 2

2. Escreva a equacéo reduzida da circunferéncia que
tem o centro C e a medida r do raio indicados em
cada item. Respostas no final do livro.

a) C(14) e r=7 c) C(-2,-6) e r=+3
b) C(-50) er=4 d) C(38-1) er=5

3. Dados os pontos A(-5,2) e B(1 4), escreva a equa-
¢éo reduzida da circunferéncia de didmetro AB.
(x+2) +(y=3) =10

4. No plano cartesiano a seguir, em gue cada uni-
dade representa 1m, o ponto A(S, 2] representa
uma fonte sonora cujo som produzido se propa- x?+(y+3) =25

ga em todas as direcdes, atingindo uma distan- b) (x=2) +(y-3) =2
e sasinE He 95, 9. 0 quadrado de vértices A(14), B(12), C(3.2) e

| D(83,4) esta inscrito em uma circunferéncia.
't ) Qual é a medida do lado do quadrado? 2 u.c.
' )
)

I pe———— . ¢ | |

llustracdes: Acervo da editora

B

-

Escreva a equacao reduzida da circunferéncia.

Calcule a razao entre a area do circulo limita-
7 - y P i
do pela circunferéncia e a area do quadrad:::.g

10. Escreva a equacéo geral da circunferéncia gue
passa pela origem do sistema cartesiano e tem
centro no ponto C(—4,2). x*+y* +8x=-4y=0

Acervo da editora
=Y

11. Escreva na forma reduzida a equacgao da circun-
feréncia 5x°+5y*+10(x—5y)+80=0. Em qual qua-
drante esta localizado o centro da circunferéncia?
(x+ 17 +(y=5)F =10; 22 quadrante

12. Para quais valores de m a equacao
x*+10x+y?—By+m=0 representa uma circunferén-

a) Determine a area atingida por essa fonte so-

ia?
nora. Para isso, admita m=314. 19625 m? I
b) Escreva a equacao reduzida da circunferéncia = 13. Represente graficamente as solucoes da equacao:
e 2 =0 | 2 .2 Respostas no final do livro.
que limita a area atingida por essa fonte sonora. a) X +y" =4
(x=5)" +(y-2)" =625
5. Escreva na forma reduzida a equacédo da circun- b) {::: —3)2+(3.r+1)2 =
feréncia 5x°+5y*+40x—10y+55=0.(x+4) +(y-1) =6 -
c) x*+(y-3) ==
(6. /" Desafio ® - d) x*+y*+10x=2y-23=0
Determine a equacéo geral da circunferéncia que 4. Calcule o valor de k para que o ponto A(g k) per-
passa pelos pontos P(12), Q(2 v3) e R(-10). tenca & circunferéncia de centro C(14) e raio de

X4y =2x=3=0

1. Verifique quais pontos pertencem a circunferéncia medida V2. k=3 ou k=5

de centro C(-6,4) e raio de medida V8.Qes 15. Calcule a distancia entre o centro da circunferéncia
«P(3-1) =Q(-886) =R(-2-8) =5(-42) dﬁ equacao (x—6) +(y+3) =12 e a reta s:2x+y—4=0.
J5
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Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia

Dada uma circunferéncia A, de centro C(a,b) e raio de medida r, um ponto P(x,, y,)
pode ser interno, externo ou pertencer a A.

= No caso em que P per-
tence a circunferéncia :

* Nocasoemque P éin- :
terno a circunferéncia,

» No caso em que P é ex-
terno a circunferéncia,

(Pek), CP=re CP<re CP>r e
(x,—a)" +(y,—b) —r?=0. (x.—a) +(y,-b) -r*<0. (x,-a) +(y,—-b) —r?>0.
7 oy vy
A A L
p
0 X 0 X 0 F
Exemplo

Em relacdo a circunferéncia A de equacéo

(x=3)"+(y-2) =25, temos que:
= A(7,-1) pertence a A:
(7-3)" +(-1-2)"=42+(-3)

2

* B(5,3) é interno a A:

(5-3) +(3-2) =22+ =5<25

» C(-2,5) é externo a A:

(~2-3)"+(5-2)"=(-5)’ +3?=34>25

/ Atividades resolvidas

RS. Para quais valores de k o ponto A(k, 6)
e interno a circunferéncia de equacao
x°+y*—8x-12y+36=0 e externo ou per-
tencente a circunferéncia de equacao
X°+y°—8x-12y+48=07?

Resolva com os alunos as :
~ _inequacoes k®*-8k<0e k®-8k+12=0;
Resolucao gue aparecem nesta atividade. '

A partir das condicoes sobre o ponto A,
temos:

» O ponto A é interno a circunferéncia
de equacdo x*+y*—8x—-12y+36=0 se:

k®+6°-8k—-12-6+36<0=k*-8k <0

Logo, S, ={keR|0<k<8}.

25

Nustragdes: Acervo da editora

» O ponto A é externo ou pertencente a
circunferéncia de equacao
x°+y°—8x-12y+48=0 se:
k®+6°-8k-12-6+48=0 =
= k®-8k+12=0

k?—Bk+12

Logo, S.={keR|k=2 ou k=6}.
Assim, os valores de k que satisfazem

todas as condicoes é dado pela interse-
cdode S, e S,:

£
=
oo

f
llustragbes: Acervo

| 2 :E [
S S HV S ¥ —
a2 6 8

da editora

Portanto, S={keR|0<k=2 ou Eak::a}.}



(=2 +(y—-2) >4

R6. Represente graficamente a solucao do sistema de inequacoes :
(x—6)°+(y-5)" =25

Resolucao
A solucao da 1% inequacao @ A solucao da 2% inequacao : Portanto, representamos a
corresponde a regido do : corresponde a regido do | solugdo do sistema pela
plano exterior a circunfe- @ plano interior ou perten- : intersecdo das regibes de-
réncia de centro (2, 2) e : cente a circunferéncia de : terminadas pelas duas ine-
raio de medida 2. . centro (6,5) e raio de me- | quagdes.
- dida 5. :
vy vy
L e
z
2
2
54 5 :
p
¥
24 £
g
— Z
0 6 X ol » 6 X

Note que os pontos pertencentes a circunferéncia de menor raio nao sao soluctes da

2 Z _ (K—E]£+[F—2)£}£I-
inequacao [J{-—E) +[y—2) >4; logo, nao sao solucoes do sistema ; " :
(R—E] +[yr—5] =25

|

o
- - F
/ AtlUldEdES \ =" Anote as respostas no caderno.

16. Determine a posicao relativa entre a circunferéncia descrita pela equacao x*-4x+y*=0 e o ponto:

o A(—'l D] externo o 5(2, —2) pertencente a C['L %) interno o D(ﬂ. 2) externo

17. No plano cartesiano ao lado, esta representado um alvo de dardo composto por
trés circunferéncias concéntricas de centro C(5, B] e raios de medida 1, 3 e 6.
Ao lancar um dardo, o competidor recebe 50 pontos se acertar na regiao em
vermelho, 30 pontos se acertar na regiao em verde e 10 pontos se acertar na
regiao em azul. Caso o competidor acerte uma das circunferéncias que limita
as regides, a pontuagado recebida correspondera a da regiao de maior valor
limitada pela circunferéncia acertada. Caso nao acerte o alvo, o competidor
nao recebera pontuacao.

a) Escreva a equacao correspondente a cada circunferéncia que compde o alvo 0
no plano cartesiano. vermelha: (x=5) +(y—8) =1; verde: (x=5) +(y=8) =9; azul: (x=5) +(y-8) =36
b) Determine a pontuacao recebida por um competidor ao acertar um dardo no ponto de coordenadas:

9 1a
2" 2

Scervo da editora

=¥

1
o (5, 5) 30 pontos . (E T] 10 pontos . (& B) 30 pontos . [ ] 50 pontos

c) No langamento de quatro dardos, um competidor acertou nos pontos A(0,11), B(5,5), C(3,7) e D(4, 2).
Qual foi a pontuacao total obtida por esse competidor? 70 pontos

d) No lancamento de trés dardos, um competidor obteve 90 pontos. Quais as coordenadas dos trés
pontos que ele acertou no alvo? Uma possivel resposta: A(6,3). B(4,10) e C(5.8).

18. Verifique quais dos pontos a seguir pertencem ao circulo limitado pela circunferéncia de raio de medida
3 e centro C(-14). ;A T

« P(0,0) = Q(15) * R(-3,2) * §(-4,1) « T(-24)
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19, b) pontos internos: B e G; pontos externos: D e F; pontos pertencentes: A e E

18.

20.

21.

22.

Calcule a distancia entre cada ponto indicado e

o centro C da circunferéncia A:x*+y* +4x+2y—-20=0.
* A(-53)5 * D(-4,4) V29
* B(12) 3\2 « E(3-1)5

raio da circunferéncia? E a medida de CB?
igual; menor

b) Determine a posicao relativa entre cada ponto

indicado e a circunferéncia A.

c) E possivel determinar a posicéo relativa entre
um ponto P qualquer e uma circunferéncia de
centro C, sabendo apenas a medida CP e a |

medida do raio da circunferéncia? Justifique.
Resposta no final do livro.

Verifique se o ponto F‘(l —1) é interno, externo ou per- |

tencente a circunferéncia de equagéao x* +y* +2y=0.
pertencente

Determine os valores de m para que o ponto

P(2,m) seja externo a circunferéncia
l:(x—3)2+(y+?]2=1?. me J-es =1 U3 +2d

No plano cartesiano, os pontos A e B representam
a localizagdo de um aparelho de transmisséao de

internet sem fio, com raio de alcance de 60 m.

Considerando que cada unidade no plano carte-
siano corresponde a 15 m e que 0s demais pontos
sao computadores configurados para receber esse
tipo de internet, determine de qual aparelho cada

computador recebe a transmissao da internet.

P. A, B, Q: B,
R: nenhum; &: nenhum;

LA UVA B V-A B v

82

circunferéncia, a distancia d da
reta t ao centro de A é igual a

o — o ———

=¥

]
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* F(0,—6) 28
* G(2-3) 25
a) A medida de CA é maior, menor ou igual 4 do

23. Os pontos em destaque no esquema representam

a posicao de um radar R e dos navios A, B, C, D,
E e F. Sabendo que o radar detecta a presenca
de qualquer navio num raio de 5 km, quais navios
sdo detectados por esse radar? 4; B: E. F

Nesse sistema
cartesiano,
cada unidade

corresponde a
1km.

3 |

Acervo da editora

24. Represente graficamente a solugéo das inequacgoes.

Hespns}as no figal do livro.

C) X =2x+y +4y+1=0
d) x*+y*>25

a) (x+2)° +(y+5) <16
b) X*+(y-7) =<1

25. Escreva um sistema de inequacgdes correspon-

dente a cada representacao a seguir.
a) Y

e

H-r

+
|
0 3 4

26. Resolva graficamente os sistemas de inequacoes.

Respostas no final do livro.

(x=2+(y+3)°>9
a {2 ;i}: b) ¢X+y <2
X +(y=2) = ysx
(x—4) +(y-6) =16 . (x+4) +(y—-86) =186

2

25. a) .
{ (x+4) +(y-3) =9

(x-3) +(y—-4) >0

Posicoes relativas entre reta e circunferencia

Dada uma circunferéncia A, de centro C e raio de medida r, uma reta t pode ser

tangente, secante ou externa a A.

No caso em que t é tangente a

medida do raio: d=r
Yi Vi

*» No caso em que t & secante a
circunferéncia, a distancia d da
reta t ao centro de A € menor
que a medida do raio: d<r '

A : ' \

» No caso em que t & externa a
circunferéncia, a distancia d da
reta t ao centro de A & maior
que a medida do raio: d>r

3 |

s tracdes: Acervo da editora

lustracbes: Acervo da editora

(x+ 12 +(y-17° =49



/Atividadez resolvidas A\

R7. Verifique a posicao relativa entre a circunferéncia A.: [x— :3)E+[3,-'—‘T]E =9 e as retas

S: %x—y+2zﬂ, t: =x+y+2=0 e u: 3x+4y+7=0.

Resolucao

Temos que A & uma circunferéncia de centro {:}[3, ‘I) e raio de medida r =+/9 = 3. Logo:

Caso os alunos tenham

alguma dl_'win_ja no
calculo da distancia

« distancia entre o centro de A e a reta s:

4
§-3+[—1]-1+2

m
=
=]
&
=8
]
o

entre um ponto (centro

d= ]axﬂ+byﬂ+ﬁ| _‘ _]4_1+2|_ 5 B 5 da circunferéncia) e

= = = =—=3 ta, ret
Ja? +b? 4Y , 2 [16., [25 5  assunto estudadono
3 +(—'!] E"' 9 3 capitulo 2 deste
A.

volume.

Como d=r, temos que s & tangente a circunferéncia
Note gue aretat

= distancia entre o centro de A e a reta t: passa pelo centro

_laxo+byo+d _[(-1)-3+11+3 |-3+1+2 0 __ zz;:zgferénﬂm
Ja’ +b® JE LT 1+1 2

Como d<r, temos que t € secante a circunferéncia A.
« distancia entre o centro de A e a reta u:

_|laxg+bys+¢ [3-3+4:1+7 [9+4+7 20 20
- Jal+b?  J37+42  JOB+16 25 5

Como d>r, temos que u € externa a circunferéncia A.

d

d ==

Apervo da editora

=¥

RB8. Determine o valor de k, com k >0, de maneira que a reta de equacao r:-kx+y =0 seja
tangente a circunferéncia y:x*+y* -6y +5=0.

Resolucao

Podemos obter o valor de k calculando a distancia entre o centro da circunferéncia e
a reta.

Utilizando o método do completamento de quadrados, temos:
(y-3)°

x2+y?—6y+5=0=2x°+y>—By+5=9-9=x2+y> -6y +9=9-5 = x® +(y —3)? = 22

Logo, a equacdo descreve uma circunferéncia de centro D(U, 3) e raio de medida 2.
Como a reta é tangente a circunferéncia, temos que a distancia entre o centro da cir-
cunferéncia e a reta é igual a medida do raio, ou seja:

ax.+by.+c —k)-0+1-3+0 0+3+0 Cea:
d=| o+ Yo |:}2=|( ) |:}2=| |:}2m=3:} Lembre-se

[a? + b2 J{_k}z e .I'kg + 1 de que k>0.
9 5 V5 -
=2*(K*+1)=3*=k*+1= 5 k?= 2> k= ey Também é possivel obter o valor de k

resolvendo o sistema formado pelas

eguacoes da reta e da circunferéncia.
>
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RS. Dada a circunferéncia A: (:ﬂc—‘ﬂl)'?-rv(};—S]2 =32, determine as equacodes das retas tangen-
tes a A e que passam pelo ponto:

a) P(8,7) b) Q(-21)

Resolucao
Temos que A é uma circunferéncia de centro O(4, 3) e raio de medida r=/32=4.2.
a) O ponto P(8,7) pertence a circunferéncia, pois:

(8—4) +(7-3)" =42+42=32=r2

Como a reta é tangente a A e P pertence a A, entdo ela é perpendicular a reta OP.

Logo:
S Yo ¥y =9 _ 1 Lembre-se de que se
On Xo—Xg 8—-4 duas retasr e s sao
Segue que: perpendlculafles.,
1 1 entaom =——.
m:——:——:—"l r mE
M

Portanto, a equacéao da reta tangente a A no ponto P(E, ?) é dada por:
}"—Yp=m(x—xp)=‘-y—?=—1-(x—8];ﬁ Xx+y-15=0
b) O ponto Q[—2,1) é externo a circunferéncia, pois:
(_2_4)2+(1-3)E=(—5)E+(—2]2=4U;=-r2
Temos duas retas tangentes a A que passam pelo ponto Cl[— 2 ‘1). Elas sao da forma:

Y-y =m(x-x,)=y-1=m[x—(-2)|=y-1=mx+2m=mx-y+2m+1=0

Calculando a distancia entre as retas e o centro da circunferéncia, temos:

laxo + by, + ¢ 4&=|m'4+(‘1)'3+2m+1|j4(=|&“‘2|

=
va’ +b” \/m2+{_1)2 m° + 1
Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade:

|6m — 2| 2 8o 36m° —24m+4
m° +1 - m° +1

m, =7

g:

[4&]2= = 32m° +32 =36m°’-24m+4 =

Resoclva com os
alunos a equacao
Am® = 24m=28=0,
_ que aparece nesta
Retornando os valores de m, e m, na equacao mx-y +2m+1=0: atividade.

::-4m2—24m—28=[}<
m, =—1

o Tx—y+2-7+1=0= 7x-y+15=0 « —1x-y+2-(-1)+1=0= x+y+1=0

Yi

Note que:

Quando o ponto P pertence a
circunferéncia, existe uma so
reta tangente a circunferéncia
passando por P. Ja quando o
ponto P é externo a
circunferéncia, existem duas
retas tangentes a
circunferéncia passando por P.

Acervoda editora




=
/ Ati“idadEE \ Q Anote as respostas no cadernao.

27. Determine a posicao relativa entre as retas dadas

e a circunferéncia A:x*=10x+y*+6y+29=0.

a) rn:ty=x+1 c) %:2y—::§+ﬁ=[}
b) g?yﬁi X=7 d) Uy E:T:-E?=D
secante secante

28. Quantos séo os pontos de intersegcéo da reta
r:2x—2y—4=0 com a circunferéncia de equagao

X® +4x+y* —2y=8? 2 pontos

29. Escreva a equacao de cada uma das retas que

possuem coeficiente angular m=-1 e sao tan-

gentes a circunferéncia l:(x+5)2+(y—2)2=ﬁ.
y+x+7=0; y+x-1=0

30. Calcule o comprimento da corda determinada pela
intersecao da circunferéncia l:f+y2+ay={] com |

a reta s:y—-x-1=0. 22

31. Calcule a distancia entre o centro da circunferén- |
cia 1:(x—ﬁ)z+(y—5]2=225 e a reta indicada em
cada item. Em seguida, compare o resultado
encontrado com a medida do raio de A e deter-
mine se a reta é secante, tangente ou externa a

circunferéncia A. Respostas no final do livro.
a) r:3x+4y+37=0 c) t:y+x+29=0
b) s:x—-y=0 d) u:6y—8x+11=0

32. Considerando a reta r:2x+4y=12 e a circunferén-
cia 11(3—3)2+(y+3)2 =18, calcule a area do trian-

gulo determinado pelo centro de A e pelos

pontos de intersecédo de A com r. % u.a.

33. Escreva a equagéao de cada uma das retas que
passam pelo ponto P(23) e sdo tangentes a

circunferéncia de equacao x*+4x+y*—6y+5=0.
y=x=1=0; y+x=-5=0

34. Determine os valores de ¢ para que a reta de
equacao y=2x+c seja exterior a circunferéncia

de equagao x’ +{y—3]2 =5.c<-20uc>8

35. Areta s:3x-4y+1=0 & tangente a circunferéncia
de centro C(6,1). Determine a equacgédo geral

dessa circunferéncia. x®+y*-12x-2y+28=0

Acervo da editora

36. Em cada item, determine, caso existam, as coorde-
nadas do(s) ponto(s) de intersecdo entre aretare

; P Respostas no
a circunferéncia A dadas. bege gragratin

a) A:(x+1) +(y+1)'=8 e riy+x=2
b) A:x*+10x+y*—4y+23=0 e r:5x+y-3=0
c) l:(x—5]2+(y—8)2=29 er:x=0
d) A:2%*+8x+2y*-8y+14=0 e r:x—-3y+5=0

*Se necessario, lembre aos alunos como calcular a area de
um triangulo conhecendo as coordenadas dos seus vertices.

37. Considerando a reta r:y=ax e a circunferéncia
A:x*+y*—4y+3=0, determine o valor de a para
que r seja:

a) tangente a A

b) secante aai_ B
a<—+3 ou a>3

38. Dada a circunferéncia l:(x+8)2+(y +4)2=5, deter-
mine as coordenadas do ponto pertencente a A

mais proximo da origem do sistema cartesiano.
(-6,-3)

= _c) externaa A
NS v -3 <a<\3

Y4

i
1
i
]
i
|
o
[l
L
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39. No deslocamento de um movel numa trajetoria
circular, a aceleragdo (d), denominada acelera-
cao centripeta, esta voltada para o centro da
circunferéncia, e a velocidade (?) é sempre tan-
gente a circunferéncia, isto &, se o mdvel sair da
trajetdria circular no ponto P, ele continuara seu
deslocamento na direcao da velocidade, confor-
me mostra a figura.

=

o

Trajetdria de uma particula
no sentido horario.

A aceleracao centripeta pode ser determinada pela
2

: v : :
formula a=—, em que v & a velocidade em metros
r

por segundo e r € a medida do raio, em metros,
da circunferéncia que descreve a trajetoria.

De acordo com as informacoes e o gréfico:
Vi

L

o571

lustragbes: Acervo da editora

a) determine a equacao que descreve a trajetdria
do movel P; x* +y*=625=0

b) se P se desloca a uma velocidade de 45 km/h,

calcule a aceleracao centripeta do moével; ,
) a=625m/s"
C ) escreva a equacéao da reta-suporte que indica

a direcdo do movimento se P sair da trajeto-
ria circular no ponto (-15,20). 4y-3x-125=0
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As circunferéncias
internas que tém
centros coincidentes
sao denominadas
concéntricas.

Ao

<

CC

!
=

86

s tragdes: Acerva da editora

Posicoes relativas entre duas circunferéncias

As caracteristicas proprias e até mes-
mo seu aspecto visual tornaram a cir-
cunferéncia muito utilizada por artistas
plasticos. Na obra ao lado, do artista russo
Wassily Kandinsky (1866-1944), por exem-
plo, & possivel observar diversas circunfe-
rencias que se relacionam entre si.

Varios circulos, de Wassily
Kandinsky, 1926.

Museu Solomon A, Gugeenheim, Mova York [ELA)

Wassily Kandinsky. 1926, Oleo sobre tela 140 x 140 cm.

Em um mesmo plano, duas circunferéncias distintas, A, e A,, com raios de medi-
dar er, e centros C, e C,, respectivamente, podem ter dois, um ou nenhum ponto
comum. Essa andlise pode ser realizada a partir da medida de seus raios e da dis-

tancia entre seus centros.
» Circunferéncias secantes: 2 pontos comuns

A

r—r|<CC, <r,+r,

« Circunferencias tangentes: 1 ponto comum

ko

tangentes
externas

G;‘SE =r +r,

circunferencias
externas

|
.I&_

CC,>r+r,

tangentes
internas
=k,

» Circunferéncias externas ou internas: nenhum ponto comum

CC, <[,

circunferencias
internas



/Atividadez resolvidas \

R10. Verifique a posigao relativa entre as circunferéncias 1 [:n-c:—Er)E +y?=9, 12:(1:-2)2 +y°=30
2 lﬂ:f+y2=4, duas a duas, e determine os pontos comuns a elas, caso existam.

Resolucao
« Posicao relativa entre as circunferéncias A, e A,:
Resolvendo o sistema formado pelas duas equacoes, temos:

(x=5)" +y?=9 j{:ﬁq1:1;«:4-25+f=9 -(—‘I]:}{—x%‘lﬂx—y?ﬂﬁ
(x=2/+y?=30 [x®-4x+4+y?=30 X*—4x+y*=26
Bx=42=x=7

m
=
=]
&
=8
]
o

Substituindo x por 7 na 12 equacao:
[x—S)E+y2=9::a[?—5]2+y2=Q::-4+y2=9::>y=iwf§

Como os pontos (?, JE] = [?,—JE—] sao solucoes do sistema, entao as circunferén-
cias A, e A, sdo secantes.

* Posigéo relativa entre as circunferéncias A, e A :
Resolvendo o sistema formado pelas duas equacoes, temos:

(x—5}2+y2=92} x*—~10x+25+y*=9 -(—‘I]:} -x°-y*+10x=16
X*+y*=4 xX*+y*=4
10x=20=x=2

x“+y’=4

Substituindo x por 2 na 22 equacao:

X4y’ =4=2"4y*=4=y*=0=y=0
Como o ponto [2, D] € a unica solucao do sistema, entao as circunferéncias A, e
A, sao tangentes. Calculando a distancia entre seus centros, temos:

CC,=+(0-5) +(0-0) =/25+0=5

Note que CC,_ =r+r;; logo, as circunferéncias s@o tangentes externas.
5 3 2

« Posicéo relativa entre as circunferéncias A, e A,:
Resolvendo o sistema formado pelas duas equacoes, temos:

{x_gfﬂ?:au:} X°—4x+4+y*=30 .[_1):} —x’ -y’ +4x=-26
x’+y =4 xX°+y°=4

x°+y’=4

4K=—22:‘}K=—u
11 2

Substituindo x por ~ 5 na 22 equacao:

2
x”+y2=4:}(—g] +y?=4:::%+y2=4::

=y’= —% (impossivel em R)

Como o sistema nao possui solugcao, entao as Lo e
circunferéncias A, e A, nao possuem ponto em
comum. Calculando a distancia entre seus cen-
tros, temos:

C,C,=4(0-2)"+(0-0)" =Va+0=2 it SR

: logo, as circunferéncias sao

Note que C,C,<[,-r,
Mt || el
2 ~30-2

Acervo da editora

internas.

A circunferéncia e as conicas B?



RT1. Determine a equagao da circunferéncia A, de centro C.(2, 2), tangente externa a circunfe-

réncia A, [x—5)2+[y + 2]2 =9.

Resolucao

Calculando a distancia entre os centros das circunferén-

cias, temos:

CC,=+(5-2)" +(-2-

temos que:

CC,=r+r,=5=r+3=r=2

Portanto, a equagéo da circunferéncia A, é (x—2) +(y—2) =4.

/A Atividades \E

40.

41.

42,

43.

45.

88

Anote as respostas no caderno

=32 +(-4) =25 =5

Como as circunferéncias A, e A, sdo tangentes externas, -27----

0

Acervo da editora

Determine a posicao relativa entre a circunferen-
36 e a circunferéncia de

cia l:(x—3)2+{y+5)2=

equacao:

a) x*—4x+y*+10y+4=0 tangentes internas
b) x*—8x+y*+6y+24=0 internas

c) x*+y*+4y =0 secantes

d) X*+10x+y* -2y +17 =0 externas

Determine a equacao geral da circunferencia de
raio de medida 3 e concéntrica a circunferéncia

de equacao x*+10x+y?=0.x*+y*+10x+16=0

Uma circunferéncia tangente externa a circunfe-
réncia apresentada no plano cartesiana pode ser

representada pela equacao: b
a) (x- 3) +(y+4) =16

b) (x+2} +(y- B] =36

c) (x+1) +(y-2)°=12

d) (x+4) +(y-3)"=2

%- r:a\m

Acervo da editora

Qual é a posicéo relativa entre as circunferéncias

de equacoes x*+y*-16x+10y—-49=0 e
(J{—B)E+(y+5)2=49? concéntricas

Em cada item, determine as coordenadas dos pon-

tos de intersecao das circunferéncias, caso existam.
a) A:(x+5) +(y+2) =16 e
A, (x+2) +(y=1)"=10(-52) e (-1-2)
b) l,:{x—4)2+(y-4)2=9 e
A, : X —10x+y*—8y+37=0 (7,4)
c) A:x*+y*—y-20=0 e

12:x2+y2—?=ﬂ nao possuem pontos de intersecdo

Determine a equacéo da circunferéncia A,, de
centro 01(—7’. —4), tangente interna a circunferén-

cia A,:(x+5) +(y+4) =25. i (x+7) +(y+4) =9

46. Considerando a superficie da Terra como um pla-

no cartesiano, um sismografo A, posicionado na
origem, indica que o epicentro de um terremoto
esta localizado a uma distancia de 100 km, ou
seja, o epicentro desse terremoto € um ponto
sobre a circunferéncia de centro (0,0) e raio de
medida 100. Um sismografo B, localizado no
ponto (EL E-}, observa que esse mesmo epicentro
se encontra num raio de 20 km. Com essas duas
informacoes, obtemos dois possiveis pontos de
localizacdo do epicentro, D e E. Um sismografo
C, localizado no ponto de coordenadas (2,11),
indica que o epicentro do terremoto esta a 50 km
de distancia. Com esse ultimo dado, obtemos
apenas um ponto, que é a intersecao das trés
circunferéencias e que fornece a localizacao do
epicentro do terremoto, nesse caso, o ponto E.

<1 No plano cartesiano,

cada unidade
corresponde a 10 km.

.'I:‘-[E, 11)

Acervo da editora

=¥

Epicentro: ponto da
superficie terrestre
gonde primeiro chega o
terremoto e registra-se
a intensidade maxima
desse movimento
sismico.

Determine a localizacao do epicentro de um
terremoto que estd a 30v5 km do sismografo A,
30 km do B e 10v/26 km do C. (36)



/C_ﬁnicas

No século Il a.C., podemos destacar trés grandes matematicos: Euclides,
Arquimedes e Apoldnio. Embora menos famoso que os dois primeiros, Apoldnio,
que nasceu por volta de 262 a.C., em Perga, no sul da Asia Menor, realizou
diversas contribuicdoes a Matematica. Em sua obra mais famosa, Secoes coni-
cas, Apoldnio estuda detalhadamente essas curvas, superando os tratados es-
critos anteriormente relacionados a esse assunto. Nessa obra, as conicas sao
obtidas a partir de secdes da superficie de um cone duplo. Observe:

I

hipérbole

/

Os nomes elipse, parabola e hipérbole foram introduzidos na Matematica
por Apolénio, baseados em termos utilizados pelos pitagéricos para designar
outros elementos matematicos.

Neste topico, estudaremos as secoes codnicas no plano cartesiano e as
equacoes que as representam.

Elipse

Considere a superficie de um cone e um plano que o secione ndo paralela-
mente a sua base. Se o plano for concorrente a todas as geratrizes do cone, a
secao conica obtida sera a elipse.

Para esbocarmos uma elipse, marcamos dois pontos sobre uma folha de
papel [F1 e FE) e fixamos nesses pontos as extremidades de um barbante. Com
um lapis na posicdo indicada, tracamos a curva continua, de maneira que o bar-
bante permaneca constantemente esticado, obtendo-se ao final uma elipse.

lustragbes: Acervo da editora

Note que a soma das distancias de F, e F, a qualquer ponto da elipse é cons-
tante. Nesse caso, igual ao comprimento do barbante.

A circunferéencia e as conicas Bg
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Observe a elipse e seus elementos.
= focos: F, eF,

« distancia focal: FF,=2¢

centro: C

eixo maior: AA_, com AA, =2a
eixo menor: BB, com BB,=2b
excentricidade: corresponde ao

: C
numero e=—, com O<e<1
a

O centro C de uma elipse corresponde
ao ponto médio de A A F_‘F2 e de E_1E12

; il 2

B,

Quanto mais préoxima de 1 for a excentricidade de uma elipse, mais “achata-
da” ela sera. Ja quanto mais proxima de 0 for a excentricidade, mais ela se
assemelhara a uma circunferéncia.

90

e=0,95

Yi Yi y y
f x ( \ AL AR

e=0,75 e=0,5 e=0,25 e=0,05

Ainda de acordo com a figura, note que o tridangulo CFB, é retangulo em C.
Assim, a partir do Teorema de Pitagoras, podemos escrever a seguinte relacéo:

a’=b%+c¢c?

A elipse é o conjunto de todos os pontos em um plano cuja soma das dis-
tancias a dois pontos fixos, denominados focos (F, e F,), é constante e igual

a 2a, de maneira que 2a seja maior que a distancia focal 2c, ou seja, 2a>2c.

Para realizarmos o estudo analitico da elipse, consideramos em um plano
cartesiano uma elipse com o eixo maior paralelo ao eixo x e um ponto qualquer
P(x, y), pertencente a ela.

¥i

YoT ~

-
X

ustragdes: Acervo da editora

Desenvolvendo a igualdade PF,+PF,=2a e utilizando a relagédo a’*=b*+c?, ob-
temos a equacao reduzida da elipse de centro C(xn, yn}, que possui eixo maior
paralelo ao eixo x:

{I_xn)z + [3"_ yn)z —1

a’® b?



Caso o centro da elipse seja a origem C[D, D} e os focos F, e F, pertengam ao

y

2 2

. = : X
eixo x, a equacao sera dada por: —+—5=1.
a® b®

B,

Ao considerarmos em um plano cartesiano uma elipse com o eixo maior
paralelo ao eixo y e centro C(xn, yn], obtemos a equacao reduzida:

(x_xn]g (?_:’n]z =

+
b? a

¥i

Yo+

0 ;ﬂ "

No caso em que o centro da elipse é a origem C(0,0), e os focos F, e F, per-

2 2
+}'_=1_

tencem ao eixo y, a equacao sera dada por: 2

b?

lustracbes: Acervo da editora
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’fAtividades resulvidas\

H1<. Esboce no plano cartesiano as elipses Segue que:
cujas equacdes estdo indicadas a seguir.
oy EG 2 . : « F,(x,, y,+c)=F,(1,4)
a) (x+3} +(‘_',f—1] —4
25 16 ) Fﬂ(xﬂ’ yu_c)::’Fz[‘L D]

LaAE g A (x,y,+a)=A (1,2+2V2
N n (12+2.2)
4 8 - A, (x, y,—a)=A,(1,2-2V2)

Resolucao - B,(x,-b,y,)=B,(-1,2)

a) Nesse caso, temos uma elipse com

centro C(-3,1), cujo eixo maior & * B, (%, +b.y,)=B,(32)

paraltalc: ao eixo x, pois 25>16. Indicando os pontos C, F, F,, A, A,
Logo: B. e B, em um plano cartesiano e
a’=25=ba=5 esbocando, temos:

b*=16=b=4

a’=b’+c*=25=16+c’=c’=9=c=3
Segue que: :
» F,(x,~-c,y,)=F,(-6,1)

. Fz(xﬂ-r-c, yu)::rFE(D, ‘1)

. A (x,—a,y,)=A,(-81)

) Az(xn+a= Fﬂ]ﬂAE (2' T)

" 51[13- Yu+b]="51(—3= 5) H13. Determine a equacgao da elipse indica-
da no plano cartesiano.

Acervo da editora

* B, (xu- Yo _b) =B, (_3= _3]

Indicando os pontos C, F, F,, A, A,,
B, e B, em um plano cartesiano e
esbocando elipse, temos:

Acervo da editora

Resolucao

Temos que o eixo maior da elipse esta
sobre o eixo x, tal que c=1 e b=3.
Logo:
a’=b*+c’=a"=3"+f=2a’=9+1=a’=10
Como a elipse possui centro em (4,0) e
0 eixo maior esta sobre o eixo x, a
equacao é dada por:

Acerva daeditora

b) Nesse caso, temos uma elipse com
centro 8[1, 2], cujo eixo maior é pa-

ralelo ao eixo y, pois 4 <8. Logo: : (x—x )2 ( . )2 (x—f—l)ﬂ 2
EEIBZ}H=2'\|"§ ED + 4 zﬂ == +Y =1
: a b 10 9
b’=4=b=2 '
5 Qual é a excentricidade
a’=b*+c’=8=4+c’=c*=4=c=2 dessa elipse? 10

10



Note que:

* Quando o eixo maior da elipse é paralelo ao . = Quando o eixo maior da elipse é paralelo ao
eixo x, temos: eixo y, temos:
2 2 2 2
H—X V—y X—X V—V
NEANEA SN
i Yo+ad
=1 (Kn_cfyn] Y } F1(“u* yn+"—') Yot
- Fi(xu+c. ‘y‘n] Yo+b: - Fl[xn. yn—c) ” g
= A, {xu ey yn] Yot - A [Hn’ Yot H] E
3 Az[xn+a* yu) a1 _.: i - A, {K-u‘ Yo —a) .ﬁ:z. g
-Blkvotd) L Lt L L -Bx-by,) :
Xg—@ %o=C X5 Xo+C Xgta X g
: Bi {H“’ yﬂ_h) E Ez{xu-l_h'yﬂ) =

Uma equacao do 2° grau nas incognitas x e y representa uma elipse se for redutivel a forma

[:“ i “u)l 4 [5" & yn)z

q, q,
2 2 e . : = -
* g,<q,q,=b" e g,=a’, entao o eixo maior é vertical

=l comq >0,q,>0eq #q,

* g,>q,q =a eq,=b" entdo o eixo maior é horizontal
R14. Escreva a equacao da elipse de focos F,(-2,0) e F,(2 0) e excentricidade i

Resolucao

Como o ponto médio de FF, é (0, D], a elipse possui centro na origem. Como F, e F,
estdo sobre o eixo x, entdo o eixo maior & sobre o eixo x. De FF, = 2c, segue que:

J2-2)f +(0-07 =2c = V16 =2c = c =2
C

Utilizando as relacdes e=— e a’=b*+c?, calculamos a e b®.

a
e
s @=—=—=—=a=6 » a’=b*+c*=6°=b*+2°=b*=32
a 3 a
Portanto, a equacdo da elipse é dada por:
s 2 5 5 A equacao da elipse
x_+y_=1:hx_+y_=1 também pode ser escrita
a b’ 36 32 como 8x*+9y*=288.

/4 =
L] - FE
AtIUIdEdES \"L-' Anote as respostas no caderno.

4]. Escreva a equacao da elipse representada em cada item.

a) vy b) c) vy d) TR
2 2 [=]
SR - 3 5
g &

E1=«.|"ﬁ 2
-
3 %2
1 g
g
| 2
|
011 X
hi=1
(y-3)
2
=
R 0

48. Determine as coordenadas dos focos das elipses cujas equacoes estao indicadas.

(x+4) (v-6) _
100 36
F(-12.6) e F,(4.6)

1 b) 9y*+16x°+18y=135
F(0.-1+7) e F,(0.-1-/7)

a)
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( Contexto

49. Edmond Halley (1656-1742), astronomo e matematico britanico, estudando as
Foits b vasaussis MalEo . orbitas de cometas em torno do Sol e com base nas leis de Kepler e na lei da

Ciwj‘fﬁj;"mj_':; ey gravitagdo de Newton, verificou que a érbita de um cometa visto em 1682 coin-
I 28, . St N foee. "1, cidia com a orbita de cometas observados em 1531 e em 1607. Concluindo

entdao gue se tratava do mesmo astro celeste, Halley previu, para os fins de 1758,

uma nova aparicao do cometa, estimando assim um periodo de translacao de

aproximadamente 76 anos, ou seja, em media, a cada 76 anos ele completa uma
volta em torno do Sol. O cometa correspondeu a previsao de Halley, que infeliz-
mente nao estava mais vivo para observar o espetaculo. Atualmente, esse co-
meta e chamado de Halley, em homenagem a seu descobridor, e suas aparicoes

se repetiram em 1835, 1910 e em 1986.

As conclustes de Halley tambem comprovaram a veracidade da 12 Lei de Kepler,
que afirma que as trajetorias dos astros em torno do Sol sao elirjtir;:ar;‘-., estando
este em um dos focos. As extremidades do eixo maior dessa elipse sao chama-

das de perielio (ponto orbital mais proximo do Sol) e afelio (ponto orbital mais

distante do Sol). Para o cometa Halley, o periélio vale aproximadamente 88 mi-

IhGes de quildbmetros, e o afélio, aproximadamente 5.3 bilhdes de quilometros.

b
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Roval Dbservatory,

A 22 Lei de Kepler afirma que os astros, em seus movimentos t—'|I[JtILH varrem
Halley foi o primeiro areas iguais em tempos iguais. Para que isso SEJa verdade, e ne

cometa a ser reconhecido eles acelerem quando se aproximam do Sol, estando com a maior ‘-J'E!|{_‘.Hf_rlf_1i':if_1:{:.'
como periodico. A fotografia
registra a sua mais recente
aparicao, em 1986. a menor velocidade no afélio.

no periélio, e retardem seu movimento quando se afastam do Sol, estando com

putekskT/Shutterstock.com

No periélio, o cometa Halley esta a aproximadamente B8 milhdes

de quildmetros do Sol, ou seja, mais proximo que a Terra

(aproximadamente 150 milhdes de quildmetros de distancia .
do Sol). O sentido de movimento do cometa é o oposto
ao daquele realizado pelos planetas.

Como os setores em destaque possuem a mesma
area, podemos concluir que o cometa percorreu
os deslocamentosde MaNedeOaPem
tempos iguais.

0
®
o
Eu
o

=

Kendra Rublo

Afélio

llustracao elaborada com base
em: <www.if.ufrgs.brioei/solar/
solarld/solar1s.hime.

Acesso em: 29 fev. 2016.

=
F, - F.
| S~
'.'"'-__ d
; b ..‘-"-'"l-. :.
A-| i . - I:.] AQ
I I
I : I
[ £ : 9
E E c=2,000-10 E Observe ao lado a trajetéria
E I I eliptica do cometa Halley e
E : B, : algumas das medidas associadas
I i 2
E | 5.388-10° : a ela, dadas em quilometros.
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L.
)
!

er visto da Terra a

=
s = -+ ||

Miye = SUa Mals 3 ) Y| fe &I |
caga (/o anos, 8 su dls nesCcente aparicao 1o 5 | &

De amrdu com as |-“|fu:;~rmac;r:}es apresentadas, resulwa as questoes.

Como é denominado o ponto da orbita do cometa Halley mais distante
do Sol? E 0 mais préximo? afélio: periélio
Qual & a excentricidade da elipse descrita pelo cometa Halley? e =0 967

c) Qual é a equagao dessa elipse, considerando o centro na origem € 0O
eixo maior horizontal?

d) De acordo com a 22 Lei de Kepler e o periodo de translacao do come-
ta, vocé afirmaria que em 2021 ele estara acelerando ou desaceleran-
do em sua orbita? Por {:]LJ'E.‘J? -:- = ﬁa_--- rango, pois o '“'?I._ E’I estara se afastando

o I i :-_.-: :. T, -.::' :- Ty - - - J-\.'F-| =

I.':._-':-\_-'.'\.-' |-\..

e ) Em que ano, aprammadamente D mmeia Halley sera visto aqui da Ter-
ra novamente? Por quée?

Pesqmse outros cometas que sao periodicos e sua periodicidade.

= s
— 4 1 1= [} a e, -
EBs5p05t4a Eaallic

I [
B i d o o Ll oy e el T P T R e S
d Bsperaca. D 35 { IMeTsa Do

ol oSl all S B AN IDLAa =

- e 5 |
W -.."'- L =t el

llustracao elaborada com base em:
<http://veja.abril.com.br/noticia/ciencia/
novo-cometa-pode-ser-o-mais-brilhanteja-
registrado>. Acesso em: 29 fev. 2016.

=
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‘Qf A cauda do cometa é resultado de sua aproximacao ﬂ‘ A camada externa é bastante escura,
ao Sol, que causa a vaporizacao dos gases e liberacao refletindo de 3% a 4% da luz solar recebida.
da poeira de seu nicleo, podendo se estender por até
100 milhdes de quildmetros. A cauda esta sempre @& 0 niicleo é formado principalmente de dgua,
apontada na direcdo oposta ao Sol. mondxido de carbono e didxido de carbono.

Uma nuvem luminosa de gas e poeira envolve o 5 Alguns cometas se despedacam, devido a sua
nicleo do cometa. Essa regido, chamada de coma (ou fragil estrutura.

cabeleira), pode ter varios milhdes de quilometros

de didmetro.
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50.

Para cada elipse cuja equacao ou representacao
no plano cartesiano esta indicada a seguir, cal-
cule a medida do eixo maior, do eixo menor, a
distancia focal e a excentricidade. |

2 2
2) (x+5) +(y+1) 1 . s
3 8 2a=4y2; 2b=23; 2c=25; e=
b) —+ =12a=2.5; 2b=4; 2c=2; e=—
5 4 5

c) 36x°+16y° =576 2a=12; 20=8; 2c=4\5; e=
d) 9(x-9) +6(y-7) =54

Z2a=
a1l

2l

96

b ,l"_
Pa=6: 2b=2+6: 2c=23; e:ﬁ
e) f) 3 | |
y , 2a=4.34: 2b=20;
4 i e
A,(3,5) e = 19; s ZITE. |
34 |
¥
51[2: E} ® E_Ql:d-, 2} E'E :
E ;
_E :
: SF - 3

6: 2b=2; 2c=42; —

Esboce no plano cartesiano a elipse de equacao:
2 2 i -

(J{+'1] +(,j, +3) Respostas no final do livro.

4 9

(x-2)° +{y+2)
25 16

c) x*+16y°=16

a) =1
2

=1

b)

Em uma cidade sera construida uma praca retan-
gular com dimensdes 80 m e 120 m, na qual sera
construido um jardim em forma de elipse na

parte central, como indicado na figura.

10m B

10m

80m

e
I:':I"__,_,...---*"

10 m|P

Acervo da editora

120 m

Considere os segmentos AC e BD os eixos maior
e menor, respectivamente, e os pontos F e F,

focos da elipse, onde deverao ser colocados dois
postes de iluminacao.

A distancia entre os postes de iluminacao sera,
aproximadamente, de: b

a) 68 m c) 76 m
b) 80 m d) 72 m

e) 84 m

53. Determine as coordenadas dos focos da
indicada em cada item.

a) ¥

elipse

b)
7

-8 0 B X

F(-1-3v5,2) e F,(-1+3V5,2)

lustracbes: Acervo da editora

F,(0.2v10) e F,(0,-2v10)

54. Escreva a equacao da elipse de focos F1{—4, 2) &
(=48] Que passa pelo ponto. PI0.6) aed) i8]

16 25
55. Qual das elipses apresentadas tem excentricidade

de menor valor, sabendo que 0s eixos coordena-
dos estdo em uma mesma escala? Justifique.

a) v b) Vi
-
2
b=
(=]
g
- i
0 X 0 X %
=
-]
[
b, Resposta esperada: pois -
e a elipse mais semelhante a
uma circunferéncia; logo, sua

excentricidade esta mais proxima de 0.
56. Escreva a equacao da elipse de centro na origem,

P 1 ; -
com excentricidade 3 e cujos focos estao sobre

0 eixo das abscissas e distam 6 unidades de

2 2

comprimento um do outro. %+%:1

57. (Enem-MEC) A figura representa a vista superior
de uma bola de futebol americano, cuja forma e
um elipsoide obtido pela rotacao de uma elipse
em torno do eixo das abscissas. Os valores a e
b sao, respectivamente, a metade do seu com-
primento horizontal e a metade do seu compri-
mento vertical. Para essa bola, a diferenca entre

os comprimentos horizon-

tal e vertical é igual a 5
metade do compri-
mento vertical. .
e Eu
-a SSgaat g x §
&
b

Considere que o volume aproximado dessa bola
é dado por V = 4ab’.

O volume dessa bola, em funcédo apenas de b,
e dado por:b

a) 8b° b) 6b° e) 2b°

c) 8b° d) 4b®

=1



Hiperbole

Um cone duplo, ao ser secionado nas duas folhas por um plano que nao passa

s : G = o s C importante nao
pelo seu vertice, determina em sua superficie a secao conica hiperbole.

confundir o elemento
geomeétrico hipérbole
com sua homonima,
gue consiste em uma
figura de linguagem
gue busca definir de
maneira exagerada
algo que se queira
expressar. Alguns
exemplos dessa figura
de linguagem na lingua
portuguesa sao:

* A plateia morreu de

Para esbocarmos uma hipérbole, marcamos dois pontos sobre uma folha de pa- rir.
pel (F, eF,). Em F, fixamos uma régua por um furo em uma das suas extremidades.  * Eu ja lhe falei um
Na outra extremidade da régua, fixamos um barbante, que por sua vez tem a outra bilhao de vezes.

* Ela chorou um rio de

extremidade fixada em F, (a diferenca em maoédulo entre o comprimento do barbante L
= lagrimas de saudade.

e o da regua deve ser menor que FF)). Com a ponta de um lapis na régua, de modo
que o barbante fique sempre esticado, giramos a régua desenhando um dos ra-
mos da hipérbole. Procedendo de maneira semelhante, obtemos o outro ramo da
hipérbole.

=

Note que a diferenca em modulo das distancias de F, e F, a qualquer ponto da
hipérbole é constante e menor que FF.,.

Observe a hipérbole ao lado e seus YIE
elementos. L R - !
Y
* focos: F e F, Y
. : 2 o
= distancia focal: FF,=2c bl X
b
] N !
centro: C i I:: A - “[a, -
= eixo real ou transverso: A A, com | G a X
AA, =2a i i | o §
» giXxo imaginario ou nao transverso: : : : ; g
e I I I |
27 B : : ‘ S - centro C de uma
BB, com BB,=2b t | , | i O centro Cd
» excentricidade: corresponde ao e s 1B : .y  hipérbole corresponde
c : | ; . % ao ponto médio de
numero e=—, com e>1 r 'r 2a : -
Er I 2c | 5 ATA'I' F1Fz e EIBE

Nessa hipérbole, note que o triangulo CB.A, é retangulo em C. Assim, a partir do
Teorema de Pitagoras, podemos escrever a seguinte relacao:

c?=a’+b’
A hipérbole é o conjunto de todos os pontos em um plano cuja diferenca em

modulo da distancia de cada um deles aos focos F, e F, é constante e igual a
2a, de maneira que 2a seja menor que a distancia focal 2c, ou seja, 2a<Z2c.

A circunferéncia e as conicas 9?
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Observe, na sequéncia de figuras a seguir, alteracdes nas caracteristicas da hi-
pérbole quando a excentricidade é alterada.

fra

,: F%\aﬁ’i /. _i
A

e=105 e=2 e=3 e=4

Um elemento importante no estudo das hipérboles sao as suas assintotas. Na
imagem abaixo, o retdngulo KLMN tem os lados passando por A, A,, B, e B,, e
medidas 2a e 2b. As retas r, e r, que contém as diagonais desse retangulo séo as
assintotas da hipérbole.

A medida que escolhemos um ponto da hipérbole mais distante de seu centro,

mais proximo esse ponto estara de uma assintota. Contudo, a hipérbole nunca toca
a assintota.

Para realizarmos o estudo analitico da hipérbole, consideramos em um plano
cartesiano uma hipérbole com eixo real paralelo ao eixo x e um ponto qualquer
P(x,y), pertencente a ela.

y

Yob— -8B -—-—-—- - —-—-—--—— ,-.____1___ _———

B,

lustracdes: Acervo da editora

-1
|
i
+
X

=Y

0

Desenvolvendo a igualdade PF,—PF,|=2a e utilizando a relagdo c®=a’+b”, obte-
mos a equacao reduzida da hipérbole de centro G(xn, yn) que possui eixo real para-
lelo ao eixo x:

{x — xn)z (5" _"—"rﬂ)z =
i b?



Caso o centro da hipérbole seja a origem C[D, D) e os focos F, e F, pertencam ao

2 2

; . : X

eixo x, a equacao sera dada por: —E—%ﬂ ;
a

Ao considerarmos em um plano cartesiano uma hipérbole com o eixo real paralelo

2 2
ao eixo y, de centro C(xn, yn], obtemos a equacao reduzida: {y—gﬂ] —[x ;]:U) =.
a

¥i

Ct

No caso em que o centro da hipérbole é a origem G{[}, ﬂ), e os focos F, e F, per-

. N , y: x
tencem ao eixo y, a equacao sera dada por: —S-—=1.
a- b

lustraghes: Acervo da editora
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/Atividades resulvidas\

R15. Esboce no plano cartesiano as hipérboles cujas equacoes estao indicadas a seguir.

(x=1)"_(y-2) _, (y-5) _(x+2)° _.

a) b) =
16 9 9 7
Resolucao
a) De acordo com a equacao, temos uma hipérbole com centro G[1, 2], cujo eixo real é

b)

paralelo ao eixo x. Logo:

gt =16-—sa=4 b*=9-—sb=3 ci=a*+b* =" =16+9—3c"=25-—3c=-5
Segue que:

5 F1(xn_':' yu):"F:(_'q’ 2] g A1(xn_a= YD]:}AI(_B’ 2) . 51(:(“. Yn+b]:}B1(1’ 5)

. Fz(xu"'c* Yn):}Fz(E* 2} ) Az[xn"'a*yn):ﬁhz(a 2) . Bz (xﬂ' yn_b]:}Bz(l_ﬂ
Para esbocar a hipérbole, indicamos Por fim, esbocamos a hipérbole

no plano cartesiano os pontos C, F, (x—1)2 [},_2)2

F.. A, A,, B, e B,, e tracamos as assin- | = =1

totasr, e r,.

De acordo com a equacao, temos uma hipérbole com centro C :- 2, 5], cujo eixo real
é paralelo ao eixo y. Logo:

a’=9=a=3 b?=7=b=+7 c’=a’+b*=c*=9+7=c*=16=c=4
Segue que:

. F1(Ku= 15"{:"'5]::":1{_2'9] ) A![Kn' y:}*’a}:}‘bﬁ{_z B) ) 51(:""r':1]_l::'T Yn)jﬂa[_z_ﬁ’ 5)
* F, (%, ¥,—C)=F,(-21) = A,(x,y,-a)=A,(-22) =B,(x,+by,)=B,(-2+7,5)

Para esbocar a hipérbole, indicamos Por fim, esbocamos a hiperbole
no plano cartesiano os pontos C, F, | [y_ﬁf (:a-s:-1~2]E

F. A, A,, B, e B, e tracamos as as- 9 7 =1

sintotasr, er,.

llustraches: Acervo da editora




Note que:

* Quando o eixo real da hipérbole é paralelo ao * Quando o eixo real da hipérbole é paralelo ao
eixo x, temos: eixo y, temos:
2 2 2 2
2 (H_Hn} __{'5"_1-"‘"0] = _ ['1"'_?:1) _{H_Kn) =1
a.‘-! hl al h}_
- F1(xu_c‘ l3"'r|:I|) 7 B F‘a{Kﬂ' y‘n-i-E) % m
5 :
R Fz{xu"{'yn) YotD ¢ ) Fz(xn' yu_c} Eg-ra:' E E
- A(x,may,) T - A (% v, +3) 5 £
Yo~ DT s E”
- A, (Hu+a'yn} - Fs %
- B'I{Ru' ¥n+h] 0 ) Ei(xu_b‘yn} 0 %—b xﬂ xu:-rt: %=
= Be{‘“u' 'fn_h) = Bz{xu+h'¥n)
R16. Determine a equacao da hipérbole indicada ao lado. V.
5¢F,
Temos que o eixo real da hipérbole esta sobre o eixo y, )
tal que c=4 e a=2. Logo:
c?=a2+b>=4>=2+b’=16=4+b>=b>=12 e
Como a hipérbole possui centro em (D, ‘i) e eixo real sobre : X 5
0 eixo y, a equacéao é dada por: //j\ E
2 2 2 2 ~34F, §
v U o -1, X, B Sietes 4
a2 b2 G = 4 12~ excentricidade
dessa hipérbole? e=2
R17. Verifique se a equacdo 8x°—2y°—16x—8y=32 representa uma hipérbole. Em caso
afirmativo, determine as coordenadas do centro e dos focos dessa hipérbole.
Resolucao
Desenvolvendo a equacao e utilizando o método do completamento de quadrados,
temos que:
Bx> -2y’ -16x—8y=32=8(x*~2x)-2(y*+4y)=82=8(x*—2x+1-1)-2(y*+4y+4-4)=32=
2 2 s 2
- 2(y+2 - +2
:-B[x—1)2-8—2[y+2)2+5=32:>E[x ) _2(y+2) 82 (x=9 (y+2) _
32 32 4 16
De acordo com a equacao obtida, temos que ela repre- y
senta uma hipérbole de centro C(1 —2), cujo eixo real é
paralelo ao eixo x. Determinando as coordenadas dos , , & 1428
focos, temos: i "ol {3 %
o ol : ! |
Bt A of & ---4----F,
« b*=16 o
« c’=a’+b’=c’=4+16=c?=20=c=25 :
« F(x,—c,y,)=F,(1-2V5,-2) :
E

* F,(x,+c,y,)=F,(1+2V5,-2)
Portanto, o centro da hipérbole é C(1,~2) e os focos séo F,(1-2v5,-2) e F,(1+25,-2).

Uma equacao do 22 grau nas incégnitas x e y representa uma hipérbole se for redutivel

(K_“u)z 4 (1-"' _?nr
g, 4,

a forma =1, com q, e g, de sinais opostos.
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58.

59.

(T—EF 2 0 10

61.

62.

b3.

64.

102

Verifique se o eixo real de cada hipéerbole, cujas
equacoes estdo indicadas, é paralelo ao eixo x

Ou ao eixo y, ou se esta sobre um dos eixos.

T
a) E—g-‘l sobre o eixo x
2
Xx=9 +5
b) —( 12) (Y‘1ﬁ) =1 paralelo ao eixo y

c) 25y* +50y—16x*=375 sobre o eixo y

d) x*—y?=4 sobre o eixo x

Verifique quais equagdes representam uma hipér-

bole e reescreva-as na forma reduzida.b: c: d: f
a) +16y*=144

, , tx—ztﬁ_w—ﬁf_1
b) 8x" =By —32x+36y-70=0 — 5 opy
c) ~2x¢ +16x+5y* +10y=37 ) _“"‘5‘”21
d) By’ —4x>—64x—280=0 ¥° _(x+8)° __
Z B

e) 3(1-x) —y?+2y =1
) (x+y)(x=y)= %-%:1

Escreva a equacao da hipérbole representada em

cada item e verifigue se o eixo real & paralelo ao | F(0.2473) e F,(0,-213)

eix0 x ou ao eixo y, ou se esta sobre um dos eixos.

a) b) {x—mf_{y-m}‘*:

¥i 27 9
J paralelo ao eixo x

¥i

104--

4 |

3 -—=1; sobre 0 eixo y

Escreva a equacao e esboce graficamente a hi-
pérbole com eixo real de comprimento 10, e de

focos EI(B, '1] e FE(—EH). Resposta no final do livro.

Determine a equacao das assintotas da hiperbo-

(:s-q:+7f']2
4

L (=3)

36

Dada a hipérbole de equacéao
3y +36y—4x° +32x+8=0, determine:

a) o comprimento do eixo real 43
b) o comprimento do eixo imaginario &
c) a distancia focal 2421

d) a excentricidade ﬂ
2

=1 e esboce-a graficamente.
Resposta no final do livro.

Escreva a equacao da hipérbole com eixo real
sobre o eixo y, de centro C(0, 4) e cujas medidas

do eixo imaginario e real sao, respectivamente,

12 e 16.(y-4) x°

o |
64 36

PB=

lHus tragbes: Acervo da editora

65. Calcule a excentricidade de cada hipérbole cuja

66.

J13
2

(61.///Desafio ® -

equacao ou representacao grafica esta indicada
a seguir.
(x-5)

20
b) 3x*-12x-y*+9=0e=2

=1e=§
2

lustracdes: Acervo da editora

Observe a hipérbole representada a seguir e de-
termine as coordenacdas dos focos e a excentri-
cidade.

4

fceryo daeditora

Qual é a equacédo da hipérbole que passa pelo

ponto P(5,-4) e cujos focos séo F(12-4) e

F,(4-4)? (x-8) (y+4)
9 7

=

68. A conica de equacao 4x*-9y*+24x—-18y-9=0esta

melhor representada no item: c

a) Vi c) Vi

<Y

.
.

S
ol

™

b) d)

Nustragdes: Acervo daeditora




69. A navegacao hiperbdlica utiliza o conceito de hipérbole para obter as linhas de posicao (LDP) que definem
a localizacao de um navio. Um desses sistemas eletronicos, denominado LORAN-C (abreviatura de Long-
-Range Navigation ou Navegacao de Longa Distancia), baseia-se na diferenca do tempo de recebimen-
to dos sinais de radio emitidos por duas estacoes.

Nesse sistema, desenvolvido nos Estados Unidos em 1940, duas estacdes emissoras de ondas de radio,
uma chamada de Mestra (M), e outra, de Secundaria ou Escrava (E), localizadas em pontos distintos,
emitem seus sinais, que sao recepcionados por um navio em tempos definidos como t, e t,, respectiva-
mente. O receptor LORAN-C do navio ira medir a diferenca de tempo em que os sinais foram recebidos
e ird definir um valor constante t=|tz—t1|.

i . . —_— As " -
Utilizando o conceito de velocidade media (vm=E], as notactes S, e S, para representarem as distan-

cias percorridas pela onda até o navio, e considerando que toda onda de radio tem na atmosfera velo-
cidade proxima & da luz (c=300000 km/s), temos:

t=|ti,-t,|:>§=i—i

= S= |SE_S1|
C C C

A ultima relacdo encontrada (em destaque) é a definicao do lugar geométrico dos pontos que constituem
uma hipérbole, sendo S a constante hiperbdlica, que é a distadncia entre as linhas hiperbdlicas. Em na-
vegacao, a distdncia entre as torres de emissao & chamada de linha de base.

Como ha duas linhas hiperbolicas possiveis para se localizar o navio, utiliza-se outra emissora Escrava,
definindo-se assim dois pares de linhas de posicao, que possuem um ponto de intersecao que corres-
ponde a posi¢cao do navio. Varias estacdes emissoras de ondas de radio sao utilizadas pela navegacao
hiperbdlica para a localizacao de navios.

Lustracbes: Acervo da editora

Fonte de pesquisa: <www.mar.mil. br’/dhn/bhmn/download/cap-36.pdf>. Acesso em: 29 fev. 2016.

Em uma situacao hipotética, a linha de base entre a estacdo Mestra e uma de suas Escravas € de 260 km.
O capitdao de um navio, em alto-mar, para determinar a sua localizacao, aciona seu sistema LORAN-C,
que mostra um valor de tempo igual a 8-10™ s. Considerando essas informacdes e aquelas referentes
a navegacao hiperbdlica:

a) Qual é a distancia entre essas duas emissoras? 260 km

b) Calcule a excentricidade da hipérbole definida por essas duas estacfes de radio para o tempo citado.
c ) Qual é o valor da constante hiperbdlica? 240 km e=1083

d) Escreva a equacdo que representa essa hipérbole, considerando o centro na origem e os focos sobre
0 BIXO X, —pecke=
120° 50¢° o ) _ ,
e) Que outros sistemas de localizacao vocé conhece? Junte-se a um colega e realize uma pesquisa.
Resposta pessoal.
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Parabola

Ao secionar a superficie de um cone
por um plano paralelo a uma das gera-
trizes, a secdo coénica obtida sera a
parabola.

Ronaldo AlmeidaShutterstock com

Alem de descrever a trajetoria no lancamento de
alguns projéteis, a forma parabdlica esta presente
em diversas outras situacoes, como em construcoes
e obras de arte. Ma Igreja da Pampulha, em Belo
Horizonte (MG), do arguiteto Oscar Niemeyer, &
possivel identificar a composicao de diversas
S formas que lembram parabolas.

~ Fotografia de 2012.

Para esbocarmos uma parabola, marcamos um ponto F em uma folha de papel,
fixando nele uma das extremidades de um barbante, e a outra em um esquadro. Com
0 auxilio de uma régua, deslizamos o esquadro, mantendo o barbante esticado, e
tracamos com um lapis a parabola, como indicado na figura.

D vertice V da
parabola corresponde
ao ponto médio de FD.

104

E possivel tracar uma reta em que E
a distancia de cada ponto da
parabola ao foco seja igual a

disténcia do ponto a essa reta.

Observe a parabola ao lado e seus elementos.
e foco: F

= reta diretriz: r

= vértice: V

» eixo de simetria: FV (reta perpendicular a r)
* parametro: p=FD=2c

A parabola e o conjunto de todos os pontos em um plano cuja distancia
a um ponto fixo F &€ sempre igual a distancia a uma reta dada.

Para realizarmos o estudo analitico da parabola, considera- Y} r P(X, V)
mos em um plano cartesiano uma parabola com reta diretriz
paralela ao eixo y, vertice V(xn, yu) a direita da diretriz, foco

F(xn+g, yﬂJ e um ponto qualquer F"(x, y), pertencente a ela. ;

Hustracdes: Acervo daeditora



Utilizando o fato de que a distancia entre o ponto P e o foco F é igual a distancia
entre o ponto P e a reta r, obtemos a equacao reduzida da parabola que possui a
diretriz paralela ou sobre o eixo y e vértice V a direita da diretriz:

' [y—yn)2=2p(x—xﬂ]
foco: F(“u"‘%r yﬁ]

reta diretriz: x= X, -

2
Outras possibilidades de equacoes de parabolas sao:

= Diretriz paralela ou sobre o eixo y e vértice V a esquerda da diretriz.

(Y_?GJE=_2P{K_KU)

X
Xo+ 5
& E i j=e f— E
foco: F xn—E, Y, reta diretriz: x=x_+ 5
» Diretriz paralela ao eixo y e vértice ‘U’(D, D) na origem e a direita da diretriz.
y* =2px

r Yi

foco: F| 2,0 reta diretriz: x=—"
2 2
» Diretriz paralela ao eixo y e vértice V(D, D] na origem e a esquerda da diretriz.
y*=-2px
Yo r
o ||
BAB| ¢
. E
foco: F(-E.D] reta diretriz: x:-;-
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= Diretriz paralela ou sobre o eixo x e vértice V acima da diretriz.

(x=x,)"=2p(y~y,)

Y

'.'l"u"“%" “““““

p Fﬂ"

YH_E'-:E u

r

i

i

i

o 1
0 % X

foco: F[xn, yn+%) reta diretriz: y:yn—E

2

* Diretriz paralela ou sobre o eixo x e vértice V abaixo da diretriz.

(x=x,)" ==2p(y-y,)

foco: F(:-:ﬂ, yﬂ-g] reta diretriz: y=y, +—

2

p

= Diretriz paralela ao eixo x e vértice V(0,0) na origem e acima da diretriz.

x* =2py
¥
Fe, p
vlirz
0 X
2 r
foco: F[D, %} reta diretriz: y:—-%

» Diretriz paralela ao eixo x e vértice 1-'(0, D) na origem e abaixo da diretriz.

X*=—2py
EE
2
&
2
i
2
foco: F[D.—EJ reta diretriz: y:%

106



/AtividadES remluidas\

R18. Esboce no plano cartesiano as parabolas cujas equacoes estao indicadas.

a) y*+6y-4x+29=0 c) y’—4y+2x+12=0
b) x*—8x+8y+32=0 d) x*+8x-12y—-44=0
Resolucao

a) Utilizando o método de completar quadrados, temos:
y*+6y—4x+29=0=y°+6y+9=4x-20=

[v+3)°

:ﬁ[y+3]2=4(x—5)z[y—(—3)]2 =2-2(x-5)

9 1 7 R L~
« reta diretriz: x:xu—%%x:,:; 5

Logo, a parabola possui a diretriz para- y x=4
lela ao eixo y, com vértice em V(5,-3) a § ’ o e Mo S o 71’
direita da diretriz e p=2. 6 -5 0 | X
Segue que: 5 - : ¥g |

f - & = pibas s AR LY 3 |
: nﬂa.F(xn-l-E,yn)%F[ﬁ,—E} 9 -7 : |

b) Temos:
x°—8x+8y+32=0=x"-8x+16=-8y-16=

(e-af”

= [::-::—-*-I)E =—B(‘,.r+2)::=r(:=-r:—4)E =—2-4[y—(—2]-|

Logo, a parabola possui a diretriz sobre

0 eixo x, com vertice em ‘J(4,—2) abai- " Y
X0 da diretriz e p=4. _4 | -1p
Segue que:
0 4
, : P _
foco: F[xn, Yo— 2]%F[4, 4] 5 P
» reta diretriz: y =y, + g—} y=0 12 =10
c) Temos:
y -4y+2x+12=0=y°-4y+4=-2x-8=
(v-2)°
:}[}*-2]2 =—2(x+4) =:~(y—2)2 =—2-1[x—{-4]]
Logo, a parabola possui a diretriz pa- - y
ralela ao eixo y, com vértice em V(-4,2)
a esquerda da diretriz e p=1. A 5
Segue que: = :
17 g
-— 5
= foco: F(xD—E,yn]éF(—E,E] 2 %
2 2 H
-6 0 :
« reta diretriz: x = xﬂ-l-E%x:__ -
2 2 _6 i

>
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d) Temos:
x> +8x—12y—44=0= x’+8x+16-16=12y +44 = (x+4)’=12(y+5)=[x-(—4)] =2-6[y-(-5)]
(x+4)°
Logo, a parabola possui a diretriz
paralela ao eixo x, com vértice em % y
V(-4,-5) acima da diretrize p=6. | _.o -
Segue que:
D -10 =2
« foco: F[xﬂ, Yo +E]%F[—4, —2] = 5
» reta diretriz: y =y, - E% y=-8 9 ! y=-8
-8

R19. Determine a equacédo da parabola representada a sequir.

Acervo da editora

Resolucao
2

Temos que a equacdo da pardbola é da forma (y-y,) =—2p(x—x,), tal que V(-2,1) e

F(-3,1).
Calculando p, temos:
2
p=2.FV= 2-(\[[-3-(-2)] +(1-1)"")= 2.1=2
Portanto, a equacao da parabola é dada por:
(y - yﬂ)z = -2p(x—x%,) = (y—‘t)ﬂ =—4(x+2)

Qual é a equacao da reta
diretriz dessa parabola? x=-1

/ F=
. o=
AtIUIdEdES \ Anote as respostas no caderno.

70. Escreva a equacao da parabola representada em cada item.
a) b) c) d)
T Vi Y4

>a

x*=8(y-1)

v =1Bx
{_5,*+2f=—12[::{+2}
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12.

13

14,

15.

. Determine o foco F e a reta diretriz da parabola

de equacao:

a) (F-3)2=_B(x+ﬂ] F[—g,a); x:—%

b) (x—8)'—12y+96=0F(8 11); y=5
c) x*+6x—16y+25=0 F(-3,5); y=-3

Verifigue quais pontos pertencem a parabola cujo

foco é o ponto F(3,-4) e a reta diretriz é x=9.

]-E;.f([}, 0) » C(8,-9) : E(%.—E]
= B(3,2) a D[g,at)

Qual é o vértice da parabola descrita pela equa-

cA0 32x+16y°—8y+33=07 v[—m%)

Ao lancar uma bola de golfe, podemos determinar
sua trajetoria aproximada utilizando a equacéao

=X-tfga-5
4 ) (vc-ﬂsu

lancamento e v é a velocidade inicial, em metros

por segundo.

Phatodisc /Get ty Images

logador de golfe prestes a realizar uma tacada.

Considerando que uma bola de golfe é lancada
a velocidade inicial de 30 m/s em um &angulo de

45° em relagao ao solo, responda:

a) Qual é o vértice da parabola que representa
essa equacéao? O que representa o y do vér-

tice? ‘%."[45. 4—]. a altura maxima atingida
2 pela bola de golfe

b) A bola de golfe comeca a descer apés ter

percorrido horizontalmente quantos metgcﬁ::s?
m

c) Qual foi a distancia horizontal total percorrida

pela bola de golfe? 20m

Esboce em um plano cartesiano as parabolas

cujas equagdes estdo indicadas. Fespostas no
j q;_} ¢ a final do livro.

a) (y+5) =24(x-2)

b) y=3x-x*

c) x=6y—y*-2

2
] , ha qual o é o angulo de

76.

Tl

18.

19,

Dada a conica de equacédo x=2y’—16y+25, de-
termine:

a) as coordenadas do vertice (-7,4)

b) a medida do parametro p p:%

c) a equacao da reta diretriz x:-%?

Determine a equacao da parabola que passa
pelos pontos A(0,3), B(6,0) e C(-2 8) e tem eixo
de simetria vertical. (x=4) =4(y+1)
Quais parabolas a seguir representam uma funcéo
de x em y?a: b

a) y c)

b
Sai

v

Nustragdes: Acervo da editora

0 X

(Enem-MEC) A parte interior de uma taca foi ge-
rada pela rotacao de uma paréabola em torno de
um eixo z, conforme mostra a figura.

y (cm) }  Eixo de rotagdo (2)
A

I
]
I
]
|
|
I
I
1
|

= X (Ccm)

Sergio Lima

A funcao real que expressa a parabola, no
plano cartesiano da figura, € dada pela lei

f{%)= gxz-ﬁx+0, onde C é a medida da altura

do liquido contido na taca, em centimetros.
Sabe-se que o ponto V, na figura, representa o
vértice da parabola, localizado sobre o eixo x.

Nessas condicoes, a altura do liquido contido na
taca, em centimetros, é: e
a) 1 c)4d
b) 2 d) 5

e) 6
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*Diga aos alunos que nao houve censo em 19390,
pois foi realizado no ano seguinte, em 1991. Isso 5

CEHED dEmﬂgf’éﬂCU ocorreu devido a autorizagao tardia para a

_ contratacao de funcionarios para sua realizagao. »
Conhecer dados estatisticos sobre os habitantes de determinada

localidade ndo € um interesse exclusivo da atualidade. O registro mais
antigo de tal conjunto de dados, que recebe o nome de “censo”, data de
2238 a.C., na China. No Brasil, o primeiro censo realizado foi em 1872, an-
tes mesmo de nos tornarmos republica.

Com a criacao do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) em
1936, houve uma grande modernizacdo no processo censitario, o que agili-
zou a coleta e a organizacao de informacoes. Foi entdao que, a partir de 1940,
O censo passou a ser realizado a cada dez anos no pais.

As informacodes obtidas nos censos sdo de extrema importancia para o
governo, pois, com base na analise desses dados, ele pode direcionar suas
acoes: onde investir mais em salde, educacao, implementar projetos para
desenvolvimento econdémico, entre outras. E a sociedade também pode ti-
rar proveito dessas informacdes. E possivel utiliza-las, por exemplo, para
instalar comércios, conhecer o perfil de determinado publico e também
para cobrar acoes do governo a fim de resolver problemas especificos.

Fonte de pesquisa: <httpz/memoria.ibge.gov.br/sinteses-historicas/
historicos-dos-censos/panorama-introdutorio htmils.

Oriente os alunos a escreverem as respostas no caderno.

o7 "q, E - r L) "
(A, De acordo com o texto, por que a realizacao do censo é tao importante?
* Resposta esperada: porgue o governo e a sociedade obtem informag¢des sobre

= \]fé:rius aspectos da Sapu a HG,LP{]EIEH 0 direcionar su?,s. acpes.
(8, Junto com os colegas da turma, fagam uma estimativa de quantos alunos

ha em toda a escola e, em seguida, verifiquem esse dado com o profes-

sor ou com a diregao da escola. A estimativa feita se aproximou da

. e Hesposta pessoal. Verifique a
quantidade real? Justifique. inf::-rpmat;éc? de quantida&a de alunos

o matriculados na escola previamente.
(€, O grafico a seguir representa dados coletados no censo 2010.

Alunos que frequentam o Ensino Médio,
por faixa etaria, no Brasil em 2010
Quantidade de alunos

7 000000 —
6 000 000 —
5000000 =
4000000 <
3000000 <4
20000004
1000 000

Acervo da editors

,5;9‘? .5;9:’ @gpe .5;9:? ﬁ @9‘? &  Faixa etaria
b O [ )
o Lo e -arq?’ -afgb o oF
UM MR S S

Fonte: <http:/biblicteca.ibge.gov.brivisualizacao/periodicos/545/
cd_2010_educacao_e_deslocamento.pdi>. Acesso em: 17 fev. 2016.

Em qual das colunas vocé se enquadraria em relacao a faixa etaria?
Estime a quantidade total de alunos que frequentavam o Ensino Médio

em 2010. Resposta pessoal. 8 875 556 alunos
A resposta indicada neste item & exata e corresponde a um

parametro para avaliagao da estimativa feita pelos alunos.
" : . o < 5 = iﬂ:f

Veja mais informacoes
sobre o censo no site:

« <http://tub.im/kdp2qw>

(acesso em: 29 mar. 2016)




/ 1 - Ao final do estudo deste capitulo podem ser
EStu da ndﬂ e Statl Stlca trabalhados os exemplos e as atividades das paginas
208 e 209 da secao Acessando tecnologias.
Estudamos nas paginas 110 e 111 que nao é de agora que a estatistica € uma
ferramenta importante para a humanidade. Um exemplo sao os registros de conta-
gem da populacdo desde antes da Era Cristd, como o recenseamento ocorrido no

Egito por volta de 2900 a.C.

Atualmente, o estudo da estatistica permeia os mais diversos campos do conhe-
cimento, como a Medicina, a Agronomia e a Computacéio, sendo aplicado nao so-
mente com o intuito de constatar fatos, mas também de percepcéao de tendéncias.
Um governo, por exemplo, utiliza informacoes de pesquisas atuais acerca da popu-
lacdo para prever necessidades futuras, como a quantidade de escolas ou o nume-
ro de hospitais a serem construidos em certa localidade.

Os meios de comunicacdo e as evolucdes tecnoldgicas nos levam a exposicao
cada vez maior de informacoes apresentadas com tratamento estatistico, como a
utilizacao de graficos, tabelas e medidas estatisticas.

F

E importante que, ao nos depararmos com uma informacao tratada estatis-
ticamente, tenhamos a capacidade de interpretar, compreender, estabelecer rela-
coOes e realizar previsOes a partir dos dados expostos.

/Varidveis estatisticas

Quando o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) realiza os chama-
dos censos, busca obter informacoes sobre o perfil da populacao brasileira, tais
como idade, sexo, grau de instrucao, renda, tipo de moradia etc. Em estatistica,
esses itens sdo denominados variaveis.

Quando uma variavel esta relacionada a um valor numérico, como, por exemplo,
a altura de uma pessoa ou o numero de espécies de animais em um ambiente, &
denominada variavel quantitativa. Ja aquela que esta relacionada a uma qualidade
ou a um atributo, como o sexo de um individuo ou o grau de instrucdo de um tra-
balhador, € denominada variavel qualitativa.

Uma variavel quantitativa pode ser classificada em:

» variavel quantitativa discreta, quando pode assumir certos valores, em geral,
numeros inteiros. O numero de clientes de um restaurante, a quantidade de
alunos matriculados em uma escola e o numero de atendimentos em um hos-
pital sdo exemplos desse tipo de variavel.

= variavel quantitativa continua, quando pode assumir valores dados em um in-
tervalo real. A massa de uma pessoa € um exemplo de variavel quantitativa
continua, pois ela pode assumir como valor, por exemplo, 72 kg, 725kg ou
72,58 kg.

Por sua vez, uma variavel qualitativa pode ser classificada em:

» variavel qualitativa ordinal, quando se refere a uma categoria que, mesmo nao
sendo numérica, pode ser ordenada. O nivel de desenvolvimento de um pais é
um exemplo desse tipo de variavel, pois um pais pode ter alto, médio ou baixo
nivel de desenvolvimento.

» variavel qualitativa nominal, quando ndo € numérica e tampouco ha uma orde-
nacdo subjetiva. A cor dos automoveis vendidos em uma concessionaria e 0
esporte predileto de uma pessoa sdo exemplos dessa variavel.

Variavel

Cluantitativa Qualitativa

Discreta —L Continua Ordinal —L NMominal

12



/ﬁ:pulagﬁn e amostra estatistica

Quando uma pesquisa estatistica & planejada, diversos elementos relacionados
a ela devem ser definidos, como as variaveis que constardao no questionario. Qutro
fator importante no planejamento é estabelecer quem sera consultado nessa pes-
quisa. Para obter a altura dos alunos de uma turma do 3¢ ano do Ensino Médio, por
exemplo, é possivel consultar todos os alunos da turma, que constituem a popula-
cdo ou universo estatistico dessa pesquisa.

Em outros casos, & impossivel ou inviavel consultar todos os individuos da pes-
quisa. Durante as campanhas eleitorais para presidente da Republica, por exemplo,
e inviavel questionar todos os eleitores do pais sobre sua intencao de voto, uma
vez que isso demandaria muito tempo e recursos financeiros. Nesses casos, sele-
ciona-se um subconjunto da populagao, chamado amostra, que possa representar
essa populacdo da melhor maneira possivel. Para que a amostra seja representati-
va, ela deve ter as principais caracteristicas da populacdo a qual pertence. No
exemplo apresentado, os eleitores selecionados para responder a sua intencao de
voto para a eleicao presidencial correspondem a amostra da pesquisa.

P: populacao
A: amostra

AcP

Acerva da editora

=
- - | g e
/ AtlUldEdES \ =" Anote as respostas no caderno.

1. Classifique cada variavel apresentada no questionario a seguir em quantitativa discreta, quantitativa con-

; & ki ; TR . quantitativa discreta: idade (em anos) e numero de filhos;
tinua, qualitativa ordinal ou qualitativa nominal. quantitativa continua: massa (em kg) e altura (em cm); qualitativa

ordinal: grau de instrucao e classe social; qualitativa
, ' nominal: sexo e estado civil

idade (em anos).__ S—

sexor{ M ( JF

Estado civil: { }Solteiro ( )Casado ( )Divorciado/Separado | Wivo
Grau de instrugao: ( JFundamental ( )Meédio { )Superior

Classe Social: { JBaixa | Media ( )Alta

Mimerno de filhos:

Massa (em kg):

Altura (em cm:

Aceryoda editora

2. Na Pesquisa Nacional por Amostragem de Domicilio (Pnad) de 2014, o IBGE, para obter informmacoes refe-
rentes aos 203191000 habitantes da época, aplicou o questionario a uma amostra de 362 627 pessoas.

Elabore um guestionario a ser aplicado a turma em gque vocé estuda, utilizando variaveis quantitativas e
qualitativas. Por fim, estabelegca um critério para formar uma amostra, como: escolher uma fileira, fazer

sorteio aleatorio etc. Resposta pessoal. Fica a critério do professor a aplicacéo desta atividade na pratica, ou seja, a
realizacac efetiva ou nao da pesquisa por amostra pelos alunos.

3. Seja P o conjunto dos elementos que compoem determinada populacdo em uma pesquisa estatistica e A

Hm subconjunto de P, cnrre%qndente a amostra que sera pesquisada. Em que circunstancia temos A =P?
uando todo elemento da populacéo F também é elemento da amostra A4,

ou seja, quando todos os elementos da populacao serao pesquisados. ) )
4. Uma fabrica de automoveis pretende produzir mensalmente 5 000 unidades de um novo modelo. Porem,

com o objetivo de testar os itens de seguranca, a fabrica realizara uma pesquisa simulando acidentes com
esse automaovel. Em sua opinido, nessa pesquisa, o fabricante utilizara a populacao ou uma amostra dos

automoveis desse novo modelo? Justifique sua resposta. Resposta esperada: o fabricante utilizara uma
amostra, uma vez que e inviavel realizar a simulacao com todas as 5000 unidades

produzidas mensalmente desse modelo de automovel. =
A estatistica 13



/Graficos e tabelas

Os graficos e as tabelas sado recursos estatisticos muito Uteis para resumir e
apresentar os resultados obtidos em uma pesquisa. As tabelas sao utilizadas para
organizar as informacoes e apresenta-las de modo mais simples ao leitor. Ja os
graficos, além de simplificar a exposicdo dos dados obtidos na pesquisa, possibi-
litam uma analise mais detalhada acerca da evolucao das variaveis ou de como
elas se relacionam. Ha diversos tipos de graficos, e a escolha do mais adequado a
situacdo depende de uma série de fatores, como o objetivo do pesquisador e as
caracteristicas das informacoes a serem apresentadas.

Tabelas

Assim como os graficos, as tabelas devem apresentar em sua estrutura titulo e
fonte. O titulo deve conter informacodes suficientes para explicitar o que esta sendo
apresentado. A fonte deve identificar a origem dos dados apresentados.

Em tabelas, os dados sao apresentados em linhas e colunas, contribuindo para
a leitura e a interpretacao das informacdes.

Observe a tabela abaixo.

titulo

Pontos mais elevados do Brasil em ZD'ISf““FH

Nome (estado) Altitude (m) ‘%
Pico da Neblina (AM) 2995,30 E
Pico 31 de Marco (AM) 297418 %
Pico da Bandeira (MG/ES) 289132 E
Pedra da Mina (MG/SP) 2 798,06 fu
Pico das Agulhas Negras (MG/RJ) 2 790,94
Pico do Cristal (MG) | 2 769,05
Monte Roraima (RR) 2734,05

Pico da Neblina, no Amazonas, em 2012,

Fonte: IBGE. Disponivel em: <www.inde.gov.br/noficias-inde/8530-
geociencias-ibge-reve-as-altitudes-de-sete-pontos-culminantes.
html>. Acesso em: 28 abr. 24}15."""—---...._fﬂnte

Analisando essa tabela, chegamos a algumas conclusodes, como:
» 0 ponto que possui a maior altitude no Brasil € o Pico da Neblina;
= 0 Pico do Cristal, em Minas Gerais, tem 2 769,05 m de altitude.

Note que, para chegarmos a essas conclusodes, temos que observar a tabela
horizontalmente, ou seja, analisar suas linhas. Contudo, ha tabelas em que deve-
mos analisar, simultaneamente, as linhas e as colunas. Essas sao as tabelas de
dupla entrada. Observe.

Populacao indigena (quesito cor ou raca) no

Brasil, segundo a situacao do domicilio, nos
censos demograficos de 1991, 2000 e 2010

1991 2000 2010
Urbana 71026 383 298 315180
Rural 223105 350 829 502 783
Total 294131 734127 817 963

Fonte: IBGE. Disponivel em: <http:/indigenas.ibge.gov.br/  Indigenas Kayapd, em Sao Félix do Xingu (PA),
graficos-e-tabelas-2 htmk-. Acesso em: 18 jan. 2016. em 2015

Nessa tabela, para identificar a populacao indigena urbana brasileira no ano
2000, temos que observar o valor correspondente a coluna “2000” e a linha “Urba-
na”. Nesse caso, a populacao era de 383 298 indigenas.

14
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Grafico de barras

Os gréaficos de barras (ou de colunas) representam os dados pesquisados por
meio de retangulos que podem estar dispostos na vertical (grafico de barras ver-
ticais) ou na horizontal (grafico de barras horizontais). Esse tipo de grafico e mui-
to utilizado para comparar entre si os dados obtidos na pesquisa.

No grafico de barras verticais, os retangulos tém larguras (medida horizontal) iguais
e alturas (medida vertical) proporcionais aos valores representados. Ja no grafico de
barras horizontais, os retadngulos tém alturas iguais e as larguras & que variam.

Observe os exemplos.
» Grafico de barras verticais

Populacao brasileira estimada por regiao em 2014

MNumero de habitantes

100 000 000
&0 000 000 =
60 000 000 =
40 000 000 =
20000000 =

0 =

Acervo daeditora

» Grafico de barras horizontais

85 291 000

Jovens de 15 a 17 anos de idade fora da
escola nas regioes do Brasil em 2013

Regiao
Sudeste

Centro-Oeste
Mordeste
Morte

Sul

14,2

16,3
16,9
15,9

16,8

Acervo da editora

10

L
15

Percentagem (%)

20

Fonte: IBGE. Disponivel em:
<www.ibge.gov.br/home/
estatistica/populacac/
trabalhoerendimento/pnad2014/
brasil_defaultxls_grandes.shtm>.
Acesso em: 18 jan. 2016.

Fonte: IBGE. Disponivel em:
<http:/fbiblioteca.ibge.gov.br/

visualizacao/livros/liva1983.pdf=.

Acesso em: 19 jan. 2016.

Ha também os graficos de barras multiplas, em que € possivel representar mais
de um fendmeno no mesmo grafico de barras verticais ou horizontais, contribuindo

para a comparacao e a verificacao de relacoes entre eles. Observe um exemplo.

Oferta de energia no Brasil de 2011 a 2014

Ano

2014

2013

2012

2011

Acervo da editora

70

I Energia
renovavel

B Energia nao
renovavel

Fonte: Balango Energetico
Macional. Disponivel em:
<https://ben.epe.gov.br/

| Percentagem (%) qownioads/Relatario_Final_

BEN_2015.pdif>.
Acesso em: 18 jan. 2016.

A estatistica
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Grafico de linhas

Os graficos de linhas (ou graficos de segmentos) sao utilizados, em geral, para
representar a variacao continua de um fenémeno no decorrer do tempo. Esse tipo
de gréfico facilita suposicbées em relacdo a tendéncias do fendmeno pesquisado
em periodos de tempo posteriores ao apresentado, como crescimento, decresci-
mento ou constancia. Observe os exemplos.

Taxa de fecundidade no Brasil de 1940 a 2015 Distribuicao da populacao brasileira nas
- zonas urbana e rural de 1950 a 2010
Numero de filhos por mulher \
10—~ . . . . : : Populacao (em %)
9 a0 -
a1 | 80
746,16 6,21 0=
6 * 60 -
54— =
4 = i
40 - =
34 E:
2 SD il m
— =
1 20 :
0 T T T T T T Ano iy 3 E
1940 1950 1960 1970 1980 1991 2000 2010 2015 0 1 T T I I — Ano i
1950 1960 1970 1980 1991 2000 2010 ﬁ
- % i
Fonte: IBGE. Disponivel em: <http.//7al2.ibge.gov.br/vamos-conhecer-o-brasil/ —»—Populagao urbana _.-Populagao rural E
nosso-povo/nupcialidade-e-fecundidade.html>. Acesso em: 18 jan. 2016. —
Fonte: <http:/brasilemsintese.ibge.gov.br/populacao/taxas-de-fecundidade-total. Fonte: IBGE. Disponivel em: <www.sidra.ibge.gov.br/bda/popul/default. asp?t=3&z=
himk=. Acesso em: 18 jan. 2016. t80=258u1=18uZ2=18u3=18u4 =18u5=18U6=1>. Acesso em: 18 jan. 2016.

Lembre-se de que 1°=60'
e, dessa maneira, temos:

* 86,4°=8B6"+04-60'=
=86°24

e« 2556°=255°+0,6-60=
=255 36

116

Como os graficos de linhas tratam da variacao de uma grandeza em relacao a outra,
podemos dizer que eles nos reportam ao conceito de funcao. No grafico Taxa de
fecundidade no Brasil, o ndmero de filhos por mulher esta em funcao do tempo.

Grafico de setores

Os graficos de setores, em geral, sdo uti- Distribuicio do PIB

lizados para comparar as partes de um brasileiro por setor em 2014
conjunto de dados com o todo. Para isso,
costuma-se utilizar a porcentagem corres-
pondente a cada uma dessas partes. Esse
grafico consiste em um circulo dividido em
tantas partes quantas forem as divisoes
dos dados, e cada setor obtido & proporcio-
nal a parte por ele representada. Observe
0 exemplo.

Fonte: IBGE. Disponivel em: <www.sidra.ibge.gov.br/bda/tabela/
listabl asp?zr=t&c=1846>. Acesso em: 19 jan. 2016.
E possivel obter a medida do angulo central correspondente a cada setor do
grafico acima por meio de regra de trés:
o Distribuicao do PIB

s Agropecudtia: —— =399 sy =1ge brasileiro por setor em 2014
0,05 x,
5%
100%
» Industria: LI =
24 X
2%
= Xy = 86,4° =86° 24°
100%
. 1 360°
» Servicos: = = |
E?_..E Xg Fonte: IBGE. Disponivel em:<www.sidra.ibge.gov.br/bda/
1% tabela/listabl.asp?z=t&c=1846>. Acesso em: 19 jan. 2016.

=> X = 253,6° =255 36

lustracbes: Acerwa da editara



Piramide etaria Populac&o do Brasil em 2010,

e i _ " , L ~ classificada por sexo e faixa etaria
As piramides etarias sao um tipo de grafico utili-

zado para representar uma populacao cuja distribui-
cdo esta disposta em faixas etarias. Nesse tipo de
grafico, costuma-se organizar os dados de maneira
que na parte inferior (base) estejam as faixas etarias
dos mais jovens e, na parte superior (topo), as faixas
etarias dos mais idosos.

No exemplo ao lado, alem das faixas etarias, a
populacdo também esta organizada por género: ho-
mens e mulheres.

K-
| 2
g %
Fonte: IBGE. Disponivel em: <www. | =
censo2010.ibge.gov.br/ 10 8 - & 3 ; - . g
sinopse/webservices. MilhGes de habitantes Milhdes de habitantes | E
Acesso em: 26 jan. 2016. B4
Pictograma
Os pictogramas ou graficos pictoricos sado graficos que utilizam em sua apresen-
tacao figuras, fotografias ou outros recursos visuais relacionados ao contexto tra-
tado. Essas imagens tornam o pictograma mais atrativo ao leitor e, por isso, € um
tipo de grafico muito utilizado em revistas, jornais etc.
Veja a seguir algumas situacoes envolvendo pictogramas.
Paises com as maiores reservas de petroleo em 2014
Reservas
(em bilhoes de barris)
350 -
am_ E’E'B,E
250 '.'
2004
150 -
100d 1032 1015
| .
s .
Veneruela Arabia Canada Ird lrague Russia Kuwait Emirados Estades Libia
Saudita Arabes  Unidos Pai
Unidos e
Fonte: Revista EXAME. Disponivel em: <http://exame.abril.com.br/feconomia/noticias/
estes-10-paises-tem-as-maiores-resernvas-de-petrolec-no-mundoflistax=. Acesso em: 19 jan. 2016.
Frota de veiculos no Brasil de 2007 a 2015 Percentual de casos provaveis de
dengue por regiao no Brasil em 2015
Numero de veiculos
(em milhées) Norte
100 - ' | T T, |" T Centro-Oeste 2%
E‘D— 1 ] L i b ) | -E'E-‘T
i { i | 86
804 '\— = ———— - 761 T
I 70,5
70 = - ————— 64,8 _i- . —
59,4 . |
o . ——ngs—— : |
] m
50 496 ... . 1 9 | g
| | :
40) — - | T TR oy 13 = —
| =
30 | -
b A | £
1 | :
B | T | I 1 | T | Ano s
2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 £
=
Fonte: DENATRAN. Disponivel em: <www.denatran.gov.br/frota_htm>. Acesso em: 19 jan. 2016. Fonte: Portal Sande. Disponivel em: <http:/portalsaude.saude.gov.br/

images/pdf/2016/janeiro/15/5vs2016-be003-dengue-se52 pdf=.
Acesso em: 19 jan. 2016.
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D)

|

A falta de agua potavel em diversas regides do
mundo ja € uma realidade. Desde o tratamento
adequado de esgotos residenciais e industriais,
passando pelo uso correto da agua na agricultura,
até o combate ao desperdicio de agua em situa-
cOes corrigueiras, como o banho, sao exemplos

de atitudes que devemos tomar para garantir a

nossos descendentes o direito a esse bem vital.

As tabelas a seguir apresentam algumas infor-
macoes relacionadas a agua.

Consumo medio diario de agua por pessoa
no Brasil e nas regioes brasileiras em 2013

Consumo diario (litros/habitante)

Brasil 166
MNorte 156
MNordeste 126
Sudeste 194
Sul 150
Centro-Oeste 161

Fonte: <www.snis.gov.br/diagnostico-agua-e-esgotos/
diagnostico-ae-2013>. Acesso em: 19 jan. 2016.

Quantidade de agua necessaria para
produzir alguns produtos

Produto (1 kg) | Quantidade de agua (em litros)

Café 21000
Arroz 5200
Aclcar 3340
Leite 2000
Trigo 286

Fonte: <http:/revistagalileu.globo.com/Revista/Galilew/
0,.EDG82626-7343-201.00-0+PLANETA+PEDE+AGUA htmi=.
Aces=o em: 20 jan. 2016.

a) Quais dados sédo apresentados em cada tabela?

b) Qual regiao brasileira apresentou menor con-
sumo médio de agua por habitante em 20137

. MNordeste;
E qual apresentou maior consumo? ¢ -7

c) Em 2013, o Brasil tinha cerca de 201 milhoes
de habitantes. Quantos litros de agua, apro-

ximadamente, foram consumidos diariamente

no Brasil em 20137 33 366 000 000 L
d) Dos produtos apresentados na tabela Il, quais

necessitam de uma quantidade de agua inferior

a 7000 L para que sejam produzidos 2 kg?

acucar; leite; trigo
e) Quantos litros de agua, no total, sdao necessa-

rios para produzir 500g de cada um dos
produtos apresentados na tabela 11?7 15813 L

f ) Calcule guantos litros de agua, em meédia,

foram consumidos em 2013 na sua regiaoc por

uma familia com o mesmo numero de inte-
grantes que a sua. Resposta pessoal.

6. (Enem-MEC) O Ministério da Saude e as unidades

federadas promovem frequentemente campa-
nhas nacionais e locais de incentivo a doacao
voluntaria de sangue, em regides com menor
numero de doadores por habitante, com o intui-
to de manter a reqgularidade de estogues nos
servicos hemoterapicos. Em 2010, foram reco-
lhidos dados sobre o numero de doadores e ©
numero de habitantes de cada regido conforme
0 guadro seguinte.

Taxa de doacao de sangue, por regiao, em 2010 L

Regizio Boadorae Eﬂn}em de Dnaidnreﬁf

abitantes habitantes
Nordeste 820959 53081 950 | 1,5%
Norte 232079 15864 454 1,5%
Sudeste 1521766 80364 410 | 1,9%
Centro-Oeste 362 334 14 058 094 2,6%
Sul | 690 391 27 386 891 2,5%
Total 3627 529 190755799 1,9%

Os resultados obtidos permitiram que estados,
municipios e o governo federal estabelecessem
as regioes prioritarias do pais para a intensifica-
cao das campanhas de doacao de sangue.

A campanha deveria ser intensificada nas regioes

em que o percentual de doadores por habitantes
fosse menor ou igual ao do pais.

Disponivel em: http./bvsms.saude.gov.br. Acesso em: 2 ago. 2013 (adaptado).

As regites brasileiras onde foram intensificadas
as campanhas na época sao: b

a) Norte, Centro-Oeste e Sul

b) Norte, Nordeste e Sudeste

c ) Nordeste, Norte e Sul

d) Nordeste, Sudeste e Sul

e) Centro-Qeste, Sul e Sudeste

. Com base na tabela a seguir, construa um gréafico

de barras horizontais e elabore algumas questoes.
Depois, trogue suas questdoes com um colega e,

ao final, verifiguem se as resolucoes estao corretas.
Hespﬂs’[a no final do livro. Hesposta pessoal.

Distribuicao do rebanho bovino nas regioes
brasileiras em 2014

Regiao Distribuicao (%)
Centro-Oeste 33,3
Norte 21,9
Sudeste 18,1
Mordeste 13,9
Sul 12,9

Fonte: <www.agricultura.gov.brfarg_editor/file/Dados%20de%20rebanho%20
bovino%:20e%20bubalino%20d0%20Brasilf 202014, pdi>.
Acesso em: 20 jan. 2016.

5. a) Na tabela | & apresentado o consumo medio diario cie agua por pessoa no Brasil e nas regides brasileiras,
118 no ano de 2013. Na tabela Il & apresentada a quantidade de agua necessaria para produzir alguns produtos.



8. Observe o gréfico e resolva.

Producao de residuos sélidos urbanos por pessoa em alguns estados em 2014 \ _

Quantidade de residuos sodlidos
urbanos (em gramas/dia)

1500 1396
1200
900-
600

Estado

a&ﬁ w"'& Q&*ﬂb g #a‘r'??@ & Q-#‘ﬁ

3
al
&

g®°

Aoeryo da editora

Fonte: «<www.abrelpe.org.br/Panorama/panorama2014. pdf>. Acesso em: 20 jan. 2016.

a ) Podemos afirmar que a quantidade diaria de residuos sélidos urbanos produzida por pessoa no Acre é
menor que a quantidade produzida no Parana? Justifique. Resposta no final do livro.

b) Em 2014, a populacéo urbana do estado de Goias era cerca de 6036 000 habitantes. Calcule a quantidade
diaria aproximadamente de residuos sélidos urbanos produzida, em quilogramas, nesse estado. 6 144 648kg

c ) Cite algumas medidas que podemos tomar para diminuir a producao de lixo. Resposta pessoal.

9. O cancer é uma patologia que pode atacar diversas partes do organismo, ndo possui sintomas especifi-
cos e pode ser detectado em varios estagios de evolugao. As causas do cancer podem ser externas
(relacionadas ao meio ambiente, aos habitos e aos costumes) ou internas ao organismo (na maioria das
vezes, geneticamente predeterminadas). De 80% a 90% dos casos de cancer sdo causados por fatores
externos, como o cigarro, que causa o cancer de pulmao (os fumantes tém 10 vezes mais chances de
desenvolver cancer de pulmao do que os nao fumantes); a exposicdo excessiva ao sol, que causa o

cancer de pele; e alguns virus, que podem causar a leucemia.

Fontes de pesquisa: <www1.inca.gov.brfconteudo_view.asp?id=322>. Acesso em: 1° fev. 2016.
<www2.inca.gov.brfwps/wecm/connect/dia_mundial_sem_tfabaco/site/2012/deixe_de_fumar>. Acesso em 12 fev. 2016.

Observe algumas informacées no gréafico e responda.

Estimativa para novos casos de cancer no Brasil em 2016, segundo alguns tipos

Tipos de cancer

94910

Pulmao
Célon e reto

|
5870

| | I | I
0 10000 20000 30 000 40000 50000 60 000 F0 000 a0 000 a0 000 100 000
Nimero de casos

Tireoide
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W Mulheres " Homens

Fonte: <www.inca.gov.brfwcm/dnecc/2015/por-tipos.asp>. Acesso em: 21 jan. 2016.

a ) Estima-se que em 2016 os homens serdo a maioria diagnosticada com alguns tipos de cancer. Quais sao

esses tipos? cancer de estdmago; cancer de bexiga;
" cancer de esdfago; cancer de pulmao

b) Qual a estimativa de novos casos de cancer de pulmao que serado diagnosticados no Brasil em 20167
28 220 novos casos

c ) Da estimativa dos casos de cancer de bexiga que seréo diagnosticados no Brasil em 2016, qual o percen-
tual aproximado de diagndsticos em homens? 74,46%

A estatistica 1 1 9



10.

Nas paginas 110 e 111 foram apresentadas infor-
macoes histéricas sobre a finalidade do censo.
No censo demografico realizado pelo IBGE em
2010, foram coletadas informacoes especificas
sobre 0s povos indigenas, entre elas, a etnia a
qual perteciam, a lingua falada e se residiam ou
nao em terras indigenas. Observe o grafico e
resolva as questies.

Etnias indigenas mais populosas do Brasil
em 2010, segundo classificacao do IBGE

Guarani Kaiowa

Etnia indigena

Pataxo
Xavante
Potiguara
Yanomami
Tenetehara
Terena

13 588
19259
20554
21982
24428
28 845

Makuxi 28912

Kaingang 37 470
43401

46 045

| | ! | |
0 10000 20000 30000 40000 50000
Populacao

Tikuna

Acervo da editara

Fonte: IBGE. Disponivel em: <http:/biblioteca.ibge.gov.br/visualizacao/
periedicos/A5/cd_2010_indigenas_universo.pdf>. Acesso em: 7 mar. 2016.

Renato Soares/ Pulsar

Indigenas da etnia Pataxo na Reserva da lagueira,
em Porto Seguro (BA), em 2015.

120

a) Quais séo as duas etnias com as populacées
mais proximas a metade da apresentada pelo
povo Tikuna? Yanomami e Tenetehara

b) Calcule a populacao indigena aproximada que
declarou pertencer a alguma etnia, sabendo
que os Tikuna correspondem a 6,8% desse
total. 677,1 mil

c ) Junte-se a um colega e pesquisem informa-
¢cOes sobre uma das etnias apresentadas no
grafico, como regiao do pais onde mais se
concentra e costumes proprios. Depois, com-
partilhem com a turma as informacoes pes-
quisadas. Resposta pessoal.

11. De grandes, pesados e restritos a um pequeno

grupo de privilegiados, os aparelhos celulares
passaram a ser uma grande fonte de universali-
zacao de tecnologia. Atualmente, em media,
temos no Brasil mais de 1 celular por habitante.

Veja o grafico abaixo.

Numero de celulares por grupo de
100 habitantes no Brasil de 2007 a 2014

Numero de celulares
160

140 —
120 —
100 —

0= ) L T T 7 L L
2007 2008 2008 2010 2011 2012 2013 2014

Ano
Fonte: <www.iteleco.com.brincel_hist.asp>. Acesso em: 22 jan. 2016.

a) Em qual ano o Brasil ultrapassou, em média,

a marca de mais de 1 celular por hrasiteér;jc;’?ﬂ

b) Entre quais anos consecutivos ocorreu a maior
variacao no numero de celulares por grupo
de 100 habitantes no Brasil? De guanto foi

essa variagao? entre 2010 e 2011;
18,8 celulares por grupo de 100 habitantes

14. (Enem-MEC) Um cientista trabalha com as espe-

cies | e |l de bacterias em um ambiente de cul-
tura. Inicialmente, existem 350 bactérias da es-
pécie | e 1250 bactérias da espécie Il. O grafico
representa as quantidades de bacterias de cada
espécie, em funcao do dia, durante uma semana.

Bactérias das espécies | e ll

Quantidade de bactérias
:igg-”ﬁﬂ - 1 1350 |
1200 -
1000 —

800

600 —

400 -

200 330 300 300 — 290

0 | i | 1 i l Em dias
Seg. Ter. Qua. Qui. Sex. Sab. Dom.
_s—DBactérial _«—Bactériall

Em que dia dessa semana a quantidade total de
bactérias nesse ambiente de cultura foi maxima?

a) Terca-feira
b) Quarta-feira
c ) Quinta-feira

d) Sexta-feira
e ) Domingo

a

Acervo da editora
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13. A partir da tabela, construa um grafico de linhas
para representar a populacao do Brasil nos anos
indicados. Resposta no final do livro.

| Populacao do Brasil de 1940 a 2010 b

Ano ‘ Populacao (em guantidade de pessoas)

1940 41236315
1950 i 51944 397
1960 70992343
19?0': 94 508 583
1980 | 121150573
1991 i 146917 459
2000 | 169799170
2010 190 755799

Fonte: IBGE. Disponivel em: <www.sidra.ibge.gov.br/bda/popul/
default. asp?t=387=t80=25801=1802=18u3=18u4=18uS5=1&uB=1>.
Acesso em: 22 jan. 2016.

14. O grafico representa as cestas convertidas por
uma equipe, em uma partida de basquete, de
acordo com a pontuagao correspondente.

Cestas convertidas de acordo com a pontuacao

B Cestas de 2 pontos
Cestas de 3 pontos

I Cestas de 1 ponto

Os dados apresentados no

8. = TR Fonte: Sumula da partida.
grafico sao ficticios.

a) De quantos pontos foi a maior parte das ces- |

tas convertidas pela equipe? cestas de 2 ponto
b) Sabendo que essa equipe converteu 40 cestas

ao todo, qual foi a pontuacao obtida por ela

na partida? 84 pontos

15. Uma instituicdo de Ensino Superior oferece cursos

de graduacdo em diferentes areas de conheci-

mento. Os dados apreseniados na tabela sao ficticios.

Distribuicao dos cursos por area \
de conhecimento

Area de conhecimento Quantidade de cursos

Exata 13
Humana 8
Biologica 9
Tecnologica 10

Fonte: Catalogo da instituiggo.

Construa um grafico de setores para representar

0s dados da tabela. Resposta no final do livro.

L I N IR o

s

16. De acordo com as informacoées da piramide etéria,
resolva as questoes.

Populacao residente na Bahia, por
sexo e grupo de idade em 2010

Idade
| 70 oumas
65a60
60 a6d
25as5s
S0as4
45a49
40 a 44
35ado
J0add
23a29
20a24
15a1%
10a14

S5ab
Dad

S ——

700 g00 500 400 300 200 100 O
Milhoes de habitantes

0 100 200 300 400 500 600 700
Milhoes de habitantes

Fonte: IBGE. Disponivel em: <www.censo2010.ibge.gov.bifsinopse/webservice/
default. php?cod1=29&cod2=8cod3=31&frm=>.
Acesso em: 26 jan. 2016.

a) Quais faixas etarias possuem entre 640 mil e

55{] mil individuos entre os homens?
20 a 24 anos e 25 a 29 anos

b) Na faixa etaria entre O e 4 anos ha mais ho-
mens ou mulheres? E na faixa etaria entre 60
e 647 homens: mulheres

c ) Aproximadamente quantas pessoas sado da

mesma faixa etaria que vocé?
A resposta depende da idade do aluno.

17. Observe as areas florestais desmatadas na Ama-
zonia Legal.

Desmatamento na Amazonia Legal
de 2008 a 2015

Area desmatada (km?
15000

12911

12500
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7500

2000

25004

2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Ano

Sergio Lima

Fonte: «www.obt.inpe.br/prodes/prodes_1988_2015n.htrmz.
Acesso em: 27 jan. 2016.

a) Em qual ano foi registrada a maior area des-
matada? 2008

b) Podemos afirmar que a area desmatada a
cada ano, no periodo apresentado, foi sempre
-:::Iecrescente em relacdao ac ano anterior? Por

nao; esgﬂsta e@sperada: entre os anos de
que’? .f‘E{.HE e 2013, 2014 e 2015 a area desmatada
ol cres

c) Determine, em pnrcentagem o aumento na

area desmatada em 2015 em relacao a 2014.
aproximadamente 16,34%
121
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/Medidas de tendéncia central

As medidas de tendéncia central sao utilizadas quando é necessario represen-
tar, por um Unico valor, um conjunto de dados, obtidos em uma pesquisa. Essas
medidas indicam que os dados tendem a concentrar-se em torno dele. Nesse topi-
co, iremos estudar as medidas de tendéncia central média aritmética, média arit-
meética ponderada, moda e mediana.

Quando dizemos, por exemplo, que a média dos rendimentos do trabalhador
brasileiro em agosto de 2015 era de R$ 1866,00, indicamos gque esse € um valor
gue representa o conjunto formado pela renda de todos os trabalhadores brasilei-
ros considerados na pesquisa.

Fonte de pesguisa: <www.ibge.gov.br/home/estatistica/indicadores/trabalhoerendimento/pnad_continua/default. shtm>.
Acesso em: 20 jan. 2016.

Media aritmetica
A média aritmética, ou simplesmente média, € a medida de tendéncia central
mais utilizada para representar um conjunto de dados. Para calcular a média aritmé-

tica de dois ou mais nimeros, adicionamos esses numeros e dividimos o resultado
obtido pela quantidade de numeros adicionados.

A média aritmética (X) de um conjunto de n valores (x, X,, X, X,,....X_, X ) &

"1 "n
dada por.
X X, +X,+X,+...+X_ +X
n—1 n

X =
n

Exemplo

Observe a seguir o numero de transplantes de figado realizados no Brasil a
cada ano, de 2007 a 2014.

Transplantes de figado no Brasil de 2007 a 2014

Ano 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014

Fonte: <www.abto.org.br/

abtov03/Upload/fie/
1008|1177 (1334 | 1413|1496 |1598 | 1723 | 1755 RaTmo144bt2014-ibpdis.

Acesso em: 20 jan. 2016.

Nimero de
transplantes

Calculando a média anual de transplantes de figado realizados no periodo, temos:

1008+1177+1334+1413+1496+1598+1723+1755 11504
8

Portanto, de 2007 a 2014, foram realizados por ano, em média, 1438 transplan-

tes de figado no Brasil.

X= =1438

No grafico a seguir, a linha em azul indica a quantidade de transplantes de figado,
e a linha em vermelho indica a média anual.

Transplantes de figado no Brasil de 2007 a 2014

Quantidade de transplantes

20009—
1 800+
rooR | _e— quantidade de
1400 + | transplantes de figado
1200 - | — média anual de .
transplantes de figado ?
10004 . I | _ - g
1 | | o
i 200 I N N N N S :
2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2
Ano 3

Fonte: «www.abto.org.brfabtov03/Upload/file/RBT/2014/rbt2014-lib.pdf>. Acesso em: 20 jan. 2016.



Meédia aritmetica ponderada

No calculo da média aritmética visto anteriormente, supomos que cada valor do
conjunto de dados tenha a mesma “importancia”. Contudo, ha situacdes nas quais
essa suposicdo nao e verdadeira, ou seja, ha valores com “importancias” diferen-
tes. Observe a situacao a seguir.

No processo de selecdo de certa instituicido de Ensino Superior,
a nota do Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) obtida pelo
candidato tem peso 4, e a obtida no vestibular, peso 6. Se um
candidato obtiver nota 70 no Enem e 50 no vestibular, qual sera
sua nota meédia final?

Note que, nessa situacdo, temos de levar em consideracdo o peso (importancia)
de cada nota obtida (Enem e vestibular). Essa caracteristica faz que seja necessaria,
para o calculo da nota média final do candidato, a utilizacao da média aritmética
ponderada {ip), que é dada pela soma dos produtos de cada nota pelo respectivo
peso, dividida pela soma dos pesos.

Na situacao apresentada, temos:

_  4.70+6-50 280+300 580
}I{Lpz — — :55
4+6 10 10

Portanto, a nota média final do candidato foi 58.

A média aritmética ponderada (X,) de um conjunto de n valo-
res X, X, X, X,,....X X, Cujos pesos sao respectivamente

n!‘

PsP, PP, P, P,, € dada por:

n—1*

o = Xi-Py+Xo P+ Xg Py +Xy-Pyt...+ X, Py +X,-D,
p—
Py +Ps+Ps+ Pyt +Posy +P,

Moda

Quando dizemos que algo esta na moda, como uma peca de vestuario, por exemplo,
estamos nos referindo a um modelo de roupa que esta sendo aceito e usado por muitas
pessoas. Em estatistica, a moda (Mn) & uma medida de tendéncia central correspon-
dente aos valores de maior frequéncia em um conjunto de dados.

Exemplo

Veja a seguir o numero de gols marcados
nos 40 primeiros jogos do campeonato bra-
sileiro de futebol de 2015.

Celso PuposShutterstock.com

4 3 3 2 0 3 2 4 ) 3

Fonte de pesquisa: -ﬁWN-Ebf-Eﬂm-hﬂ’ﬂﬂmpeﬂﬂﬂﬂSfbrﬁsilﬂirﬂ_-ﬂﬂriﬂfﬂ#- Partida entre Fluminense e 5ao Paulo, valida pelo campeonato
vVaDCzporidU>. Acesso em: 21 jan. 2076.  py ociimirg de futebol de 2015, no Rio de Janeiro (RJ).
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Para auxiliar na obtencao da moda do .

, _ Nudmero de gols marcados nos
numero de gols marcados por partida, | 40 primeiros jogos do campeonato
podemos determinar a frequéncia (f) brasileiro de futebol de 2015
de cada valor, ou seja, quantas vezes
esse valor se repete no conjunto de

Como vocé faria para
determinar o total

de gols marcados
nesses 40 primeiros dados. A moda corresponde ao valor

Namero de gols

marcados por jogos Freguéncia (f)

; o 0 B
jogos do campeonato de maior frequencia. - 7
brasileiro de futebol : N
a partir das Portanto, como a maior frequéncia (11) 2 -
e e foi 1 gol, temos Mo =1, ou seja, a moda
’ desse conjunto de dados é 1 gol. 8 9
Uma possivel 4 4
resposta:
adicionaria os s > g Y 4] 3
OniE: DWW .COLCOMm . DRCOMmpeENCOE:
E_;quulgr? ; ad T; é;‘lgda brazieiro-serie-af VyJuoVEKScdV>. B 1

o : Acesso em: 21 jan. 2016.
respecilvo numero

de gols, cujo total

: 8] - P — i i
¢ da Bl pose Ha conjuntos de dados que nédo possuem moda, denominados amodais. Contu-

do, existem também aqueles que possuem mais de uma moda. Denominamos bi-
modais aqueles que possuem duas modas, trimodais os que possuem trés modas,
e assim por diante.

Exemplos

* Preco de certo produto em diversos supermercados (em reais):
1,85 2,07 2.1 2,45 2,49 2,79 2,99

Nesse caso, ndo ha repeticao nos precos do produto, ou seja, o conjunto dos
precos & amodal.

» |[dade dos funcionarios de certa empresa (em anos):
18 21 21 21 23 27 31 31 31 38 42 49

Nesse caso, ha duas idades empatadas com maior frequéncia (21 anos e 31 anos),
ou seja, o conjunto das idades é bimodal.

Mediana

Qutra medida de tendéncia central muito utilizada € a mediana [Md].

Podemos considerar dois casos para a obtencao da mediana:
= 12 caso: conjunto de dados com quantidade impar de valores.

Nesse caso, inicialmente dispomos esses valores em rol, ou seja, em ordem
nao decrescente ou nao crescente. A mediana ira corresponder ao termo cen-
tral do rol.

Exemplo

A seguir, esta indicado em ordem ndo decrescente o comprimento (em centi-
metros) de 11 peixes criados por um piscicultor.

13 15 15 16 17 18 19 19 21 22 22

Portanto, a mediana dos comprimentos dos peixes & 18 cm.

Quando a guantidade n de valores de um conjunto de dados for impar, a posicao do

. : : : n+1
valor correspondente a mediana, com os valores dispostos em rol, € dada por —.

No exemplo acima, temos:

11+1
T=E—> 62 posicao
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= 292 caso: conjunto de dados com quantidade par de valores.

Com os valores dispostos em rol, obtemos a mediana calculando a média arit-
meética entre os dois termos centrais do rol.

Exemplo

A seguir, esta indicado, em rol, o tamanho (em megabaites) de 14 arquivos grava-
dos em um pen drive.

528 | 76 (824|103 | 1425|1672 | 173,1 | 181,5 | 2074 | 248,2 | 262,3 | 281 | 313,3 | 3584

173141815 354,6
-

Portanto, a mediana do tamanho dos arquivos € 177,3 MB.

Md

=177,3

Quando a quantidade n de valores de um conjunto de dados for par, a posicao dos
valores cuja média aritmética corresponde a mediana, com os valores dispostos

em rol, é dada por n e g+‘|.

P 4
MNo exemplo acima, temos:
%=T% 7? posicao %+'F=B% 82 posicao

/Atividan:ies. resolvidas \

Hl. A seqguir estao apresentados os resultados de 400 candidatos aprovados em um concur-
SO e que resolveram uma prova com 30 questoes.

MiUmero de acertos 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Niumero de candidatos = 108 80 64 54 39 29 15 T 3 1

Com base nessas informacoes, calcule a média aritmética, a moda e a mediana para a
variavel “nimero de acertos” e dé o significado de cada uma delas.

HESDLU'}'éU Explique aos alunos que, mesmo quando a variavel & do tipo quantitativa
e : ,,. _ discreta, & conveniente utilizarmos valores decimais para representar
* Media aritmeética nedidas estatisticas, como a média aritmética.

A meédia aritmética [i) do numero de acertos por candidato e dada por:
108-21+80-22+64-23+54-24+39-25+29-26+15-27+7-28+3-29+1.30 9243

= =23 1
108+80+64+54+39+29+15+7+3+1 400
Os candidatos acertaram, em media, aproximadamente 23,1 questoes.
» Moda

A moda corresponde ao numero de acertos com maior frequéncia, ou seja, Mo=21.
Logo, a quantidade de quesites que mais alunos acertaram foi 21.

» Mediana
O total de candidatos é 400 (par). Logo, as posicoes centrais sao 2002 e 2012
0300 sage Mot 22 o onyl
2 2 2

Se organizassemos todos os candidatos em ordem nao decrescente, de acordo
com o0 numero de acertos, teriamos que do 12 ao 1082 acertaram 21 questdes, do
1092 ao 188° acertaram 22 questoes (80 candidatos) e do 1892 ao 2522 acertaram
23 questoes (64 candidatos).

Logo, os candidatos de posicao 2002 e 2012 acertaram 23 gquestoes. Assim:

Md:%:ﬁ{}

Portanto, a quantidade mediana de acertos dos 400 candidatos é 23 acertos.

A estatistica 1 25
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HZ. Um instituto de pesquisa entrevistou alguns

consumidores em relacao a qualidade de
trés marcas de televisores. Observe ao

Marca do televisor
Critério Peso
A B [

lado a nota média dada pelos entrevista- | Qualidade de . . . -
dos em trés critérios e os pesos atribuidos  imagem
pelo instituto para o calculo da meédia final. _

: _ Qualidade de som 7 8 B 3
Qual marca de televisor obteve a maior
nota final? Preco 6 5 4 9

Resolucao

Chamando de X;,, Xp, © Xp, @as médias ponderadas finais dos televisores das marcas A,
B e C, respectivamente, temos:

. 85ETE6D T3

- _9-5+6-3+4-2 Vil B

® Xp, = — —F,S 2 = _?"l
T 5342 10 =T 5 i3+2 10
_ 7.5+8.3+6.2 71
- }I[pE= — =?,1
5+3+2 10

Portanto, a marca A obteve maior nota final.

. (Enem-MEC) Um pesquisador esta realizando varias séries de experimentos com al-

guns reagentes para verificar qual o mais adequado para a producao de um determi-
nado produto. Cada série consiste em avaliar um dado reagente em cinco experimen-
tos diferentes. O pesquisador esta especialmente interessado naquele reagente que
apresentar a maior quantidade dos resultados de seus experimentos acima da média
encontrada para aquele reagente. Ap6s a realizacao de cinco séries de experimentos,
0 pesquisador encontrou os seguintes resultados:

Reagente1 Reagente.Z Reagente3 Reagente4 Reagente5

Experimento 1 1 0 2 2 1

Experimento 2 6 6 3 4 2
Experimento 3 6 T 8 7 9
Experimento 4 B B 10 8 10
Experimento 5 11 5 11 12 1

Levando-se em consideracdo os experimentos feitos, o reagente que atende as ex-
pectativas do pesquisador é o:

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e) 5

Resolucao
Calculando a média para cada reagente:

1+6+6+6+11 30 2+4+7+8+12 33

* R te 1: =6 * R te 4: 6,6
eagente 5 z eagente z 5
1+2+9+10+11 33
. Reagente 2: 0+6+7+6+5_24 48 . Reagente 5: : Ll s _6.6
5 5 5 5
) Heagentea:2+3+B;1D+11=354=5,E

Comparando a média para cada reagente com os resultados do quadro, observamos
que o reagente 2 € o que atende ao critério do pesquisador, pois € 0 que possui a
maior quantidade de resultados acima da média (4 resultados).

Portanto, a alternativa correta é a b.



Z Atividades \

18.

9.

299
ififi

22. a) Nao, pois sua media aritmetica final sera de aproximadamente 6,8,
Anote as respostas no caderno.QuUe € inferior a nota meédia minima.

éua media final ficara acima de 7.

alcule a media aritmética, a moda e a mediana

de cada conjunto de valores.

3 8 156 5 3 12 7

média: 8 moda: 3: mediana: 7.5

a) 11

b) | 5§ 10 9 13 21 -5 -1 10 9 12
1 0 3 8 F
meédia: 6,8; moda: 10 e 9: mediana: 8

£} | =68 =% =7 =1 =8 =1 =85 —7
-10 -20 0 -25 -22 -2 -15
media: =92: moda: =7; mediana: =7

d) -20 5 8 -1 12 -24 6 10 -3
i6 -1 -8 0

media: 0; moda: =1; mediana: 0

Os avancos tecnoldgicos na construcao civil per-

mitem a edificagéo de predios cada vez mais
altos. Observe a altura de alguns dos prédios

mais altos do mundo.

Altura de alguns dos predios mais
altos do mundo em 2013

Altura (m)

900

800 —
700 =

600

200 —
400 =
300 =
200 —

100
0

828 m

452 m

Prédio

Fonte: <http:/fexame.abril.com.br/mundo/noticias’
o0s-20-predios-mais-altos-do-mundo##1>. Acesso em: 13 fev. 2016.
Fonte: <www.willistower.com/building-information/history-and-facts>. .
Acesso em: 13 fev. 2016. |

a) Calcule a média aritmética, a moda e a me-

diana das alturas desses prédios.
media: 550 m; amodal; mediana: 508 m

b) Qual prédio deve ser desconsiderado para que

a meédia das alturas diminua? Nesse caso,
qual seria essa media? Burj Khalifa; 480,5 m

20. Carlos tem o dobro da idade de seu filho e me-

tade da idade de seu pai. Sabendo que a média
ual e a idade de

da idade dos trés é 49 anos,

Carlos: 42 anos;
cada um deles? pai: 84 anos

ilho: 21 anos;

Sergio Lima

- & 4

23.

24,

Im, pois para nao ser eliminada na prova pratica, a nota de Fatima deve ser igual ou superior a 5, nota com a gual

21.

A seguir e apresentado o numero de alunos de
cada uma das trés turmas de 3¢ ano do Ensino
Médio de um colégio, e as notas médias em
Matematica de cada uma delas, em certo bimes-
tre. Qual foi a média geral em Matematica nessas
trés turmas, no bimestre? &7

Nota media em

Turma Numero de alunos Materstica
A 24 77
B 30 59
C 26 67

Certo concurso publico era composto por trés
etapas: prova de conhecimentos gerais, prova de
conhecimentos especificos e prova pratica. Para
ser aprovado nesse concurso, o candidato nao
poderia obter em nenhuma das etapas nota infe-
rior a 5 pontos, e a media aritmetica final das
trés notas tinha de ser igual/ou superior a 7 pontos.

Veja a seguir as notas obtidas por trés candida-
tos nas duas primeiras etapas desse concurso.

Conhecimentos Conhecimentos

Candidato gerais especificos
Amanda 9,2 6.5
| Carlos 6,5 L
Fatima 7.8 i

a) Caso Amanda obtenha nota 9 na prova prati-
ca, ela sera aprovada? Por qué?

b) Qual & a nota minima que Carlos deve obter
na prova pratica para que seja aprovado? 7.3

c) E possivel afirmar que se Fatima nao for elimi-
nada na prova pratica ela sera aprovada?
Justifique.

Apds ter realizado uma prova A com peso 7 e
obtido nota 6,5, Carlos realizara uma prova B,
com peso 5. Sabendo que para ser aprovado ele
deve obter a média ponderada das notas das
provas A e B igual ou superior a 7, qual é a nota
minima que Carlos deve obter na prova B? 7,7

(Enem-MEC) Em uma seletiva para a final dos
100 metros livres de natacao, numa olimpiada,
os atletas, em suas respectivas raias, obtiveram
0S seguintes tempos:

Raia 1 2z 3 4
Tempo (segundo) 20,90 | 20,90 20,50 20,80
Raia 9 b 7 8
Tempo (segundo) @ 20,60 | 20,60 | 20,90 20,96

A mediana dos tempos apresentados no quadro é:d
a) 20,70 b) 20,77 c) 20,80 d) 20,85 e) 20,90
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25. A tecnologia da comunicacio é extremmamente dinamica, uma vez que a cada dia
apresenta novidades e muitas delas afetam diretamente a maneira como interagi-
mos com as outras pessoas. Desde a invencéo do telefone por Alexander Graham
Bell (1847-1922), em 1876, diversas outras ferramentas tecnoldgicas da comunica-
cdo surgiram, como o radio, a televisdo, o computador e a internet. Esta dltima,
talvez, seja a gue mais possibilitou a conexao entre as pessoas, mesmo que a
partir de locais muito distantes geograficamente. Informacoes que poderiam levar
horas ou até mesmo dias para serem transmitidas, com a internet, podem ser
divulgadas quase instantaneamente.

No Brasil, as primeiras conexdes via internet aconteceram em 1990. Ainda muito
primitivas, elas exigiam computadores de grande capacidade para a época, com
alto custo, o que limitava seu uso. No decorrer dos anos, 0os avancos tecnologicos
permitiram maior acessibilidade a internet, fazendo que o numero de usuarios
crescesse em ritmo acelerado. Em 2014, por exemplo, 50% dos domicilios brasi-
leiros possuiam acesso a internet.

Os telefones celulares deixaram de realizar apenas ligacoes telefénicas, transfor-
mando-se em aparelhos multifuncionais, os chamados smartphones. Com eles,
utilizando a internet, é possivel, por exemplo, enviar mensagens de texto, de voz

mgfagﬂgrﬁ ou de video e acessar sites ou redes sociais, fazendo que as pessoas interajam
?ﬂ{rﬂﬂtt"ﬂhumﬂmgﬁfﬂﬂemfﬂ- mais rapidamente e de diferentes maneiras.

inemeai-= Egﬂ-ﬂ-_ -0da5-Casas-

iz':;;;"’fnfg';"as:’-zmﬁ Um dos grandes desafios para a universalizagao da internet no Brasil, permitindo
:En-r:ﬂm gnm;;;uﬂﬂrﬁs. acesso a mais pessoas, consiste em melhorar a qualidade do sinal de conexao,
odrngo. In: I, Bruno. ? ; ; ,. g

g? ‘?E'}ES ey 1wl ROt fixa ou movel, que reflete na velocidade com a qual os dados sao transmitidos.
40 jﬁg”;jf'mﬁ. Apenas com uma boa conexao a internet, por exemplo, uma escola pode oferecer

acesso simultaneamente a centenas de aluncs para realizarem pesquisas ou outras
atividades escolares.

J

|
kL
|

Evolucao dos aparelhos celulares

Desde o primeiro modelo, os aparelhos celulares sofreram muitas
mudancas. Veja alguns desses modelos e suas medidas.

Ano de lancamento: 1994
Dimensoes AxLxP:
15,3x58x2,2cm

\ | :ﬂ"::ﬂ.ﬁl :n;g: cm Massa: 113 g
R ssa: 785 g { Tamanho da tela: menos de 1"

Ano de lancamento: 1983
Dimensdes AxL xP:

L Tamanho da tela: menos de 1"

' ” i_ R T R
-

'S

-
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Veja algumas informagoes sobre a evolugao da internet no mundo.

| Populacdo mundial e dispositivos conectados a internet em 1984, 2010 e 2020* .

1984 2010 2020
Populacdo mundial 4 765 658 000 6929 725 000 7 758157 000
Dispositivos conectados 1000 10 bilhdes mais de 50 bilhdes

“As informacoes apresentadas no ano de 2020 sa0 previsoes.
Fonte: <http2/esa.un.org/unpd/wpp/Download/Standard/Population>. Acesso em: 12 fev. 2016.

Fonte: <http://exame.abril.com.br/tecnologia/noticias/50-bi-de-dispositivos-estarao-conectados-a-internet-ate-2020x.
Acesso em: 12 fev. 2016.

De acordo com as informacdes apresentadas, resolva as questoes. c) sim; Resposta
esperada: em 2020
2 : 7 : i : ) estima-se que a
a) Vocé acessa a internet? Quais aparelhos utiliza para isso? Resposta pessoal. populacao mundial seja
b) Em 2010, no mundo, havia em média quantos dispositivos conectados & in- 9% ghioximadamente
ternet por habitante? aproximadamente 1.4 dispositivo por habitante habitantes, enquanto a
' : : A quantidade de
c) Leia a afirmativa abaixo. dispositivos conectados
a internet seja de mais
Em 2020, estima-se que havera, em média, mais de 6 aparelhos de 50 bilhoes, de
L. i maneira que a media
conectados a internet, por habitante, no mundo. desses dispositivos por
habitante sera de
Essa afirmativa é verdadeira? Justifique. aproximadamenie
) _ 50
d) No infogréfico Evolugdo dos aparelhos celulares, ao comparar o aparelho 7 7=64

lancado em 2000 ao de 2015, qual tem a maior tela? Quantos por cento maior?
O aparelho lancado em 2015 possui a tela cerca de 175% maior que a do langado no ano 2000.

‘Ano de langamento: 2007
Dimensdes AxLxP:
11,5%6,1x11 cm

Hﬁﬁsa 135g

Tamanho da tela: 3,5"

Ano de lancamento: 2011
Dimensdes AxLxP:
14,6x8,3x0,97 cm
Massa: 178 g

Tamanho da tela: 5,3"
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/Medidas de dispersao

Vimos anteriormente que as medidas de tendéncia central buscam representar
um conjunto de dados por meio de um unico valor. Contudo, em diversas situa-
coes, fazem-se necessarias, para melhor representar o conjunto de dados, algu-
mas medidas que indiquem a distribuicao desses valores em torno da média. Essas
medidas sao denominadas medidas de dispersao.

Para representar o salario dos 5 funcionarios de certo setor de uma empresa,
por exemplo, podemos utilizar seu valor médio. Observe dois exemplos:
Exemplo 1

Salarios: R$ 2660,00, R$ 2700,00, R$ 3040,00, R$ 3200.00 e R$ 3400,00.

Média: X = EEED+E?DD+3054D+32{]D+34DD=3ﬂnn —> R$ 3000.00

Exemplo 2

Salarios: R$ 1680,00, R$ 1680,00, R$ 1900,00, R$ 3800,00 e R$ 5940,00.

Média: E=1EBD+1EBD+1 QEDD+SEDD+594D=SUGD 5 R$ 3000.00

Note que em ambos os exemplos a média é igual a R$ 3000,00. Contudo, no
exemplo 1 os valores estdao préoximos da média e, no exemplo 2, mais distantes
dela. Dizemos que no exemplo 1 os valores estdao menos dispersos em relacao a
media do que no exemplo 2.

A sequir, estudaremos as medidas de dispersdao desvio médio (Dm), variancia (V)
e desvio padrao (Dp).

Desvio médio (Dm)

Observe a seguir a quantidade de veiculos vendidos por uma concessionaria em
certa semana.

Domingo Segunda-feira Terca-feira Quarta-feira Quinta-feira Sexta-feira Sabado

26 12 18 16 33 17 25

Vamos calcular inicialmente a média diaria de veiculos vendidos:
26+12+18+16+33+17+25 147

X= =21— 21 veiculos
7 7
Agora, calculamos os desvios de cada valor em relacao a média:
* X,—X=26-21=5 * X,—X=16-21=-5 ¢ X, —X=17-21=-4
* X,-X=12-21=-9 * X, —X=33-21=12 * X,—X=25-21=4

¢ X,~X=18-21=-3

Podemos verificar que a soma dos desvios é igual a zero (5—9~3-5+12-4+4= D).
A fim de nao ser afetado por essa propriedade, o desvio médio & dado pela média
dos valores absolutos dos desvios. Nesse caso, temos:

|5|+|-9|+j—3|+|—5|+|12;+|—41+|4|=42
P
Portanto, o desvio médio diario foi de 6 veiculos vendidos.

Dm= =6 — 6 veiculos

O desvio médio (Dm) de um conjunto de n valores € dado pela média aritmé-
tica dos valores absolutos dos desvios de cada valor em relacao a media:

n
Dm= |xi_i|+ 12_i|+|13_i|+"'+|xn_i| — §|xl_xl

n n
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Variancia (V)

Outra medida de dispersao muito utilizada é a variancia (V).

A variancia (V) de um conjunto de n valores &€ dada pela média aritmética
dos quadrados dos desvios de cada valor em relacao a media:

n

V= (11 —i]2+(:«:E -E]2+(m;a —i]2+ +(;..;n —E]‘? ) ;(E—E]E

Exemplo

Apos as 5 primeiras rodadas de um campeonato de basquete, os dois princi-
pais “cestinhas” (jogadores que mais pontuaram) obtiveram meédias iguais de
pontos por partida. Observe a seguir a pontuacao que cada jogador obteve por
partida. Os dados apresentados no grafico séo ficticios.

Pontuacao dos dois principais cestinhas do
campeonato de basquete em 2016

Pontuacao

18 ' Jogador A
16 ' Jogador B |

18 28 38 4a o el Fonte: Organizagao
do campeonato.

Acerva da editora
3
|

Média de pontos por partida:
8+12+9+17+5 51

® jogador A: Xa= =—=102
J g A 5 5 ?
singsdori EE=1D+9+1;+1D+11=11=1U,2

Podemos utilizar a variancia para verificar qual dos jogadores obteve maior
regularidade na pontuacao por partida.

= Variancia do jogador A

Desvios:

- X,~X=8-10,2=-2,2 - x,-X=9-10,2=-1,2 - X, —%X=5-10,2=-5,2

- x,—%X=12-10,2=18 - x,~X=17-10,2=6,8

" (22 +18%+(-12)+6,82+(-5,2)° 4,84+3,24+144+46,24+27,04 82,8 —
A 5 - 5 -5

* Variancia do jogador B

Desvios:

- x,-X=10-102=-0,2 - x,—-X=11-10,2=0,8 - X,—X=11-10,2=0,8

- X,-X=9-10,2=-1,2 - x,~X=10-10,2=-0,2

v (02 +(-12)"+0,8°+(-02) +0,8° 0,04+144+0,64+0,04+0,64_2.8 _ G
= 5 B 5 5

Note que a variancia de pontos por partida do jogador A {15,56) € maior que a
do jogador B (D,EE). Portanto, o jogador B foi mais regular que o jogador A.

A estatistica 1 31



Qual é o desvio
padrao de um
conjunto de n

valores iguais?
ZEro

Desvio padrao (Dp)

Vimos que no calculo da variancia os desvios de cada valor em relacdao a media
sao elevados ao quadrado, sendo que o resultado é obtido em uma unidade dife-
rente da variavel. A medida de dispersao desvio padrido consiste na raiz quadrada
da variancia, o que resulta em um valor na mesma unidade da variavel.

Em relacao ao exemplo apresentado no estudo da variancia, vamos calcular o
desvio padrdao do numero de pontos por partida obtido pelos jogadores A e B.

« Desvio padrdo do jogador A: Dp, =,/V, =+/16,56 =4,07
« Desvio padrdo do jogador B: Dp,=./V, =/0,56 =0,75

Portanto, o jogador A teve um desvio padrao de aproximadamente 4,07 pontos
por partida, e o jogador B, de cerca de 0,75 ponto por partida.

O desvio padrao (Dp) de um conjunto de n valores & dado pela raiz
quadrada da variancia: Dp=+V
Quanto mais préximo de zero estiver o desvio padrao, mais regular

sera o conjunto de valores, ou seja, mais proximos da media estarao
esses valores.

/ Atividades resolvidas \

R4. Observe a seguir as idades dos alunos de uma das turmas do 32 ano noturno do Ensino

132

Médio de certa escola. Os dados apresentados na tabela sdo ficticios.
Com relacao as idades dos alunos, | |dades dos alunos de uma turma do 32 ano do Ensino
determine o: Meédio de certa escola, em 3 de outubro de 2016

a) desvio medio Idade (em anos) 16 17 18 19 20 22

b) desvio padrao Frequéncia (f) 16 9 4 2 1 1

H eso l uc é O Fonte: Turma do 32 ano do Ensino Médio.

Inicialmente calculamos a média aritmética das idades.

16-16+17-9+18-4+19-2+20-1+22.1 561
16+9+4+2+1+1 - 33

xX= =17 — 17 anos

Agora, calculamos o desvio de cada valor em relacao a média:

. X,~X=16-17=-1 o X,-X=18-17=1 . X, —X=20-17=3

» X, —~X=17-17=0 . X,-X=19-17=2 . X —-X=22-17=5

Como os dados estdo distribuidos em uma tabela de frequéncias, vamos considerar a
frequéncia absoluta para o calculo das medidas de disperséao.

a) Dm=

16-|-1)+9-(0]+4 [+2-[2]+ 13+ 15| _32 _ 1 55 3 086 ano
33 33

Portanto, o desvio médio das idades dos alunos é de 0,96 ano.

b) Como o desvio padréao € dado pela raiz quadrada da variancia, segue que:

1a-(-*|]E+9-t:19+4-12+2-22+1-32+1-5E 62

Vv 33 33=1,B?

Dp=187=137

Portanto, o desvio padrao é de aproximadamente 1,37 ano.



=2
= o=
/ AtIUIdEdES \r: Anote as respostas no caderno.

26. Para cada conjunto de valores, calcule a média = 29. Em uma corrida de automoveis, trés pilotos estao
aritmética, a moda, a mediana, o desvio médio, disputando o primeiro lugar. A seguir esta apre-
a variancia e o desvio padrao. sentado o tempo, em segundos, para as cinco

- - - | - | primeiras voltas da corrida.

a)| 62 | 58 |72 | 66 | 63 | 70 | 51 64

x=62; amodal; Md=63; Dm=6; V=5025; Dp=7,09 Volta
b) 14 | 18 | 25 | 14 | 39 | 27 | 31 Pilota| = | 2= 3s 4a 5a
X=24; Mo=14; Md=25; Dm=7,43; V=74,29; Dp=8,62 A Bt | BiG - e —
c)| 12 |45 | 12| 12 | 27 | 45 | X=815; T 5 I ' '
B 866 850 847 845 847
Mo=4,5 e Mo=12; Md=4,5; Dm=3,9; V=18138; Dp=4,29 - -
C 867 851 843 849 855
d)| 13 |(-18| 3 | B |t |11 | ¥ | 3 . | |
x=25 Mo=3; Md=3; Dm=6375; V=81, Dp=9 Considerando as cinco primeiras voltas, deter-
liza sern;?na;lrneme uma pesquisa .cle pr;aa;ns de a) pior média b) maior regularidade
combustiveis em 6 postos. A seguir, estac apre- ° piloto A piloto B
sentados os precos da gasolina nesses postos = 30. Em um grupo de pessoas, em que todas tém
em duas semanas consecutivas. idades distintas, a média das idades € 18 anos.
Os dados apresentados na tabela sao ficticios. ; — o
i N | Se a pessoa mais jovem for substituida por uma
Preco do litro da gasolina por posto de de 18 anos, é possivel afirmar que, em relacéao
' combustivel (R$) em janeiro de 2016 as idades: d
semana a) a média e o desvio padrao irao aumentar.
posto E 2 b) a média ira permanecer igual, e o desvio pa-
drao, diminuir.
A 4.67 4,70 c) a média ira diminuir, e o desvio padrédo, aumentar.
| ' ' d) a média ira aumentar, e o desvio padrao, diminuir.
B 5 %D e) a média e o desvio padrao nao se alterarao.
D
C 4,71 4,74 ~ 31. Os salarios dos funcionarios de uma fabrica estao
: representados no gréfico.
D 4,69 4,71 .
Salario dos funcionarios de uma
fabrica em janeiro de 2016
E 4,70 4,73 | bricR eI iang =
Numero de

Fonte: Posto de combustivel.

27. ¢) 18 samana: Dm=001; V=000017; Dp=0013
28 semana: Dm=0,013; Vv=00002; Dp=0,014
a) De quantos por cento, aproximadamente, foi

a diferenca entre o menor e o maior preco

: ~18 semana: D,BE%;:
pesquisado em cada semana’,, . - ° 0.85%

b) Qual é o preco médio da gasolina na 12 sema-
na? E na 22 semana? R$ 469; R$ 4,72 '

c ) Para cada semana, calcule o desvio médio, a |

1720 2400 2800 4000 5000 (RS)

Acervo da editora

varidncia e o desvio padrdo em relacdo ao | Os dados apresentados N0 ronte: Departamento administrativo.
reco do litro da gasolina. QIRIOD S0 Nolcioe. R—
pree 9 a ) Qual é o salario médio dos funcionarios dessa
28. Em certo concurso, foram aprovados os candi- fabrica? RS 236000

datos que obtiveram, no ngjuntg de 3 provas, h] Calcule o desvio padrao dos salarios dos fun-
nota média superior a 60 pontos e desvio padrao clonarios. aproximadamente R 773,12
inferior a 5 pontos. Uma candidata que obteve c ) Se cada funcionario receber um aumento de
54, 68 e 61 pontos nas provas foi aprovada R$100,00, o que ocorrera com a média dos
nesse concurso? Justifique. | salarios? E com o desvio padrao?
MNao, pois, apesar de sua media ser superior a 60 pontos aumentara R$100,00; continuara com o mesmo valor

(X =61), o desvio padrdo foi superior a 5 pontos (Dp=57). A sctatistica 133



OUs dados
apresentados
nas tabelas
sao ficticios

Messe caso, como
pode ser classificada
a variavel "nivel de

conhecimento™?
qualitativa ordinal
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/Estribuigén de frequéncia

Observe o nivel de conhecimento em informatica de 20 estudantes que se can-
didataram a estagiarios em uma empresa do setor de tecnologia.

Candidatos a estagiarios Candidatos a estagiarios
em uma empresa erm uma empresa
Nome Nivel de conhecimento Nome Nivel de conhecimento
Agnaldo Avancado Marta Intermediario
Altair Basico Natalia Intermediario
Amanda Intermediario Osvaldo Basico
Ana Maria Avancado Rafael Avancado
Carlos Intermediario Ricardo | Intermediario
Fabiane Avancado Taina Avancado
Fabio Avancado Tiago Avancado
Gabriel Intermediario Vagner Intermediario
Joao Intermediario Valter | Intermediario
Marcos Avancado VVanessa Intermediario
Fonte: Departamento de tecnologia. Fonte: Departamento de tecnologia.

Podemos, por exemplo, resumir os valores atribuidos a variavel “nivel de conheci-
mento” utilizando a frequéncia absoluta (f), ou simplesmente frequéncia, que corres-
ponde a quantidade de vezes em que cada valor foi citado. Nesse caso, temos as
seguintes frequéncias absolutas:

» frequéncia do conhecimento basico: 2
» frequéncia do conhecimento intermediario: 10
» frequéncia do conhecimento avancado: 8

Para comparar a participacao de cada um desses valores em relacao ao todo,
podemos utilizar a frequéncia relativa (fr), que equivale a razdo entre a frequéncia
absoluta correspondente e a quantidade total de observacoes. Em geral, a frequén-
cia relativa é apresentada em porcentagem. Em relacdo a variavel “nivel de conhe-
cimento”, temos:

* frequéncia relativa do conhecimento basico: %:EH ou 10%
= frequéncia relativa do conhecimento intermediario: %—E—:D,E ou 50%
= frequéncia relativa do conhecimento avancado: %:DA ou 40%

Podemos organizar as frequéncias absoluta e relativa em uma tabela de frequéncias.

Candidatos a estagiarios em uma empresa

Nivel de conhecimento Freguéncia (f) Frequéncia relativa (fr)
Basico 2 10%
Intermediario 10 50%
Avancado 8 40%
Total 20 100%

Fonte: Departamento de tecnologia.

Outros tipos de frequéncia muito utilizados sdo a frequéncia acumulada (fa) e a
frequéncia acumulada relativa (far), que correspondem, respectivamente, as somas
das frequéncias absolutas e as somas das frequéncias relativas até determinado dado.



Complementando a tabela de frequéncias vista anteriormente, temos:

' Candidatos a estagiarios em uma empresa " Os dados apresentados na tabela séo ficticios.

Scervo da editora

Nivel de Frequéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia acumulada
conhecimento (f) acumulada (fa) relativa (fr) relativa (far)
Basico 2 2 10% 10%
- 12 60%
Intermediario 10 s 50% ]
20 100%
Avangado 8 241048 A% 10%+50%+40%
Total 20 100%

Fonte: Departamento de tecnologia.

Na tabela de frequéncias, observando a frequéncia acumulada podemos notar,
por exemplo, que 12 estudantes tém nivel de conhecimento em informatica até o
intermediario (basico e intermediario), o que corresponde a 60% dos estudantes,

informacao que pode ser observada na frequéncia acumulada relativa.

Anote as respostas no caderno.

Atnndades \

32. Veja a seguir o numero de nascimentos diarios
em uma maternidade, em certo més. A partir
dele, construa uma tabela de frequéncias con-
tendo f, fa, fr e far. Resposta no final do livro.

'sl2(3|l1lalal3l2|2]0
s lalal2|l1l3lals|ala
3l1|lals|al2lal2]2

33. Observe o grafico a seguir e resolva as questdes.

Numero de moradores, por apartamento, em
um condominio residencial em janeiro de 2016

Numero de
apartamentos

14—
12 -
10

Numero de
moradores

Os dados apresentados
no grafico sao ficticios.

a) Quantos apartamentos tem esse condominio?

Desses tI:_L uantos tem exatamente 4 moradores?
E arfa E!I"I’[IDE a artamentos

b) A partir das lnfnrma(;cmes do gréfico, construa
uma tabela de frequéncias para a variavel

“numero de moradores”, contendo f, fa, fr e far.
esposta no final do livro.

uantos apartamentos tém 2 moradores ou
menos? Que porcentagem dos apartamentos

essa quantidade representa? 21 apartamentos;
52,0%

Fonte: Administragio do condominio.

34. O uso de aparelhos eletrénicos durante a noite
prejudica o sono, pois a luz emitida por eles
afeta diretamente a producao de melatonina,
hormdnio responsavel pela inducao do sono.

De acordo com pesquisas, para manter a saude
em dia, é recomendado para cada faixa etaria
uma quantidade de horas de sono diaria. Acon-
selha-se que jovens de 14 a 17 anos, por exems-

plo, durmam de 8 a 9 horas por dia.

Fonte de pesguisa: <http./veja.abril.com.br/noticia/saude/estudo-revela-
horas-de-sono-necessarias-para-cada-idade>. Acesso em: 1@ fev. 2016.

Por meio de um questionario foram obtidas as
informacoes indicadas no gréafico a sequir.

Numero médio de horas de sono diario dos
alunos de uma turma em fevereiro de 2016

Frequéncia absoluta
14 5

14—
10—

Tempo
(horas)

10

Aceryo da editora

Os dados apresentados Fonte: Resultado do questionario.

no grafico sao ficticios.

Com base no gréfico, determine:

a) a tabela de frequéncias, obtendo f, fa, fr e far,

para a variavel “numero de horas de sono”
Resposta no final do livro.
b) o numero de alunos da sala de aula 32 alunos

c) a porcentagem de alunos que dormem a quan-

tidade de horas recomendadas para sua idade
28,125%
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A ingestao em excesso de
acucares, gorduras e
massas pode potencializar
o aumento de triglicerides
no organismo, ficando
acima do nivel
recomendado. Sendo
assim, evitar o consumo
habitual de refrigerantes,
frituras etc. e associar
uma rotina alimentar
saudavel a atividades
fisicas com
acompanhamento medico
sa0 medidas essenciais
para controlar o nivel de
triglicerides.

Outras notacoes
utilizadas para
designar intervalos
de classes sao:

* 10 — 20: niimeros
maiores que 10 e
menores ou iguais
a 20

* 10 HH 20: niimeros
maiores ou iguais
a 10 e menores ou
iguais a 20
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Intervalo de classe

O excesso de triglicérides, um tipo de gordura, pode ser um forte indicador de
possiveis doencas cardiacas. Embora nao haja consenso sobre a partir de que nivel
de triglicérides as pessoas devam receber maior cuidado médico, é certo que aci-
ma de 150 mg por decilitro de sangue é recomendavel a realizacdao de tratamento.

A seguir, estao apresentadas as medicdes de triglicerides, em miligramas por
decilitro de sangue, de 60 pessoas que realizaram exame em um laboratorio.

70 122 140 155 174 206 | 238 258 | 279 | 299
76 125 146 160 178 214 241 267 | 285 | 306
82 130 146 162 183 217 243 | 268 | 287 | 308
89 132 149 162 194 220 | 245 271 291 311
98 135 150 162 199 | 226 | 247 273 | 294 314

105 138 155 166 = 201 234 257 277 | 297 | 318

Podemos representar essas medidas por meio de uma tabela de frequéncia.
Contudo, observe que a maioria das medidas ndo se repete, tornando necessarias
muitas linhas na tabela. A fim de resumir esses dados, podemos agrupa-los em
intervalos de classes.

Ha diversas maneiras de definir o nimero de intervalos de classes que irdo com-
por uma tabela de frequéncia. Porém, o mais importante é observar que, de manei-
ra geral, uma grande quantidade de intervalos de classes tende a prejudicar o re-
sumo das informacoes. Em contrapartida, uma quantidade muito pequena pode
interferir na qualidade das informacoes.

Em relacdo as medicoes de triglicérides, podemos definir os intervalos de clas-
ses da seguinte maneira:

= calculamos a diferenca entre o maior e o menor valor, obtendo assim a ampli-
tude total:

318-70=248
» Escolhemos um valor conveniente, maior ou igual a amplitude total, que, nesse

caso, pode ser 250. Considerando o numero de intervalos igual a 5, por exem-
plo, determinamos a amplitude de cada intervalo:

» Construimos os intervalos de classes com amplitude 50, a partir da menor me-
dicao obtida (70 mg/dL):

70120 120170 170220 220270  270}—320
70450 120450 170550 220450 270450

» A notacdo “I—" indica, por exemplo, que no intervalo 70 |— 120 serao consideradas
as medidas maiores ou iguais a 70 e menores que 120 (inclui 70 e exclui 120).



A partir das 60 medicoes obtidas, quantificamos as frequéncias de cada intervalo,
obtendo assim a frequéncia absoluta (f) e, consequentemente, as frequéncias acu-
mulada (fa), relativa (fr) e acumulada relativa (far).

I. Exames de triglicérides realizados em marco de 2016 \

70—120 | 6 6 10% 10%
120 |- 170 | 18 24 . 30% | 40%
170 |- 220 | 9 33 15% 55%
220 |— 270 | 12 45 | 20% 75%
270 - 320 | 15 | 60 C 25% | 100%
Total | 60 100%
E’E_dﬂ_d_ﬁs apreseﬁtadﬂs na tabela e nos QI’_E:IT'EGGS sao ficticios. - Fonte: Labc:ratdrin-_

As frequéncias absoluta e relativa podem ser representadas por um tipo de gra-
fico denominado histograma, que consiste em retangulos justapostos, que repre-
sentam cada intervalo de classe, cujas alturas sao proporcionais as frequéncias.

Em relacao aos exames de nivel de triglicérides, temos:
» histograma relacionado a frequéncia absoluta
Exames de triglicérides realizados em marco de 2016

Frequéncia
20

15

10

Nivel de triglicérides
(mg/dL)

70 120 170 220 270 320

Fonte: Laboratorio.

= histograma relacionado a frequéncia relativa

Exames de triglicérides realizados em marco de 2016

Frequéncia (%)
35 =
30- 2
25 -
20 -
15=
10 -

' Nivel de triglicérides
(mg/dL)

70 120 170 220 270 320

| Fonte: Laboratario.

Observe outro exemplo de histograma.

Projecao da populacao do Brasil por faixa etaria - 2030

14,5 15181

2

(=

=

o

1

=}

g

2

5

¥ = |dade (em anos) Fonte: <www.ibge.gav.br/
Eﬂ 10 20 30 40 50 60 70 B0 90 ou mais apps/populacao/projecac/>.

ACess0 em: 22 jan. 2016.
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35. Em relacao aos 60 exames de triglicérides apresentados anteriormente, responda.

a) Quantos pacientes apresentaram niveis de triglicérides iguais ou superiores a 70 mg/dL e inferiores a
170 mg/dL? 24 pacientes

b) Quantos por cento dos pacientes apresentaram niveis de triglicérides iguais ou superiores a 220 mg/dL?

: . Ly 45%
¢ Egm guantos pacientes pode-se recomendar a realizagao de tratamento médico?
pacientes

36. Observe as informacdes e responda.

Altura dos atletas gue treinam basquete em uma equipe juvenil

Os dados em marco de 2016
st e Frequéncia Frequéncia  Freguéncia acumulada
EETEE?& =29 |Altura (m) | Frequéncia () atumﬁlljaﬁa (fa) rEla{}ciua (fr) - relativa (far)
1,7} 1.8 4 4 20% 20%
1,819 7 11 35% 55%
1.9 2.0 6 17 30% 85%
2021 2 19 | 10% | 959%
21— 2,2 | 1 | 20 | 5% | 100%

Fonte: Ficha técnica.
a) Quantos atletas treinam nessa equipe de basquete? 20 atletas
b) Em qual intervalo esta concentrado o maior nimero de atletas dessa equipe? 18119
c ) Quantos atletas tém altura superior ou igual a 2 m? 3 atletas

d) Que porcentagem dos atletas possui altura inferior a 19 m? 55%

e) Podemos afirmar que existem 2 atletas com 185 m de altura? Por qué? Nao, pois ndo conhecemos a
altura de nenhum deles; sabemos apenas que existem 7 atletas com alturas entre 1B m e 19 m.

37. Abaixo é apresentado o indice de Desenvolvimento Humano (IDH) de cada pais do continente americano.

IDH dos paises do “ IDH dos paises do : IDH dos paises do ~ IDH dos paises do
continente americano continente americano continente americano continente americano
em 2014 em 2014 em 2014 em 2014
Pais IDH Pais IDH Pais IDH Pais IDH
Antigua e Barbuda 0,783 Colémbia 0,720 Guiana 0,636 Republica 0.715
: ' = i ' Dominicana '
Argentina 0,836 Costa Rica 0,766 Haiti 0,483
i | - Santa Lucia 0,729
Bahamas 0,790 Cuba 0,769 Honduras 0,606
Sao Cristovao e Nevis = 0,752
Barbados 0,785 Dominica 0,724 Jamaica 0,719
| Sao Vicente e 0.720
Belize 0,715 El Salvador 0,666 Meéxico 0,756 Granadinas '
Bolivia 0,662 Equador 0,732 Nicaragua 0,631 Suriname 0,714
Brasil 0,755 Estados Unidos 0,915 Panama 0,780 Trinidad e Tobago 0,772
Canada 0,913 Granada 0,750 Paraguai 0,679 Uruguai 0,793

Chile 0,832 Guatemala 0,627 Peru 0,761 Venezuela 0,762

Fonte: <http:/hdr.undp.org/en/composite/HDI>. Acesso em: 22 jan. 2016.
a) Com base nessas informacoes, construa uma tabela de frequéncias contendo f, fa, fr e far, agrupando
o IDH em seis intervalos de classes, sendo 0,480 [— 0,560 o primeiro deles. Resposta no final do livro.
b) Em qual intervalo de frequéncia da tabela o Brasil esta? 0,720 — 0,800

c ) Em 2014, que porcentagem dos paises americanos apresentavam IDH maior ou igual a 0,640 e menor
que 0,7207 20%

d) Quantos paises possuem IDH menor que 0,8007 31 paises

e ) Realize uma pesquisa para obter o IDH do Brasil neste ano e compare com o do ano de 2014.
Resposta pessoal.
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38. A tabela a seguir apresenta a projecao da populacao brasileira, por faixa etaria, em 2023 e 2025.

| Projecao da populacao brasileira por faixa etaria em 2023 e 2025 \

Faixa etaria 2023 2025
0 ]— 20 58 806 161 57 313261
20 — 40 67994 110 67402019
40 |— 60 56261 856 58187 445
60 |— 80 28271633 30335696 Fonte: IBGE. Disponivel em: <www.ibge.gov.
- br/home/estatistica’populacao/projecao_da_
80 ou mais 4 664 964 5091593 populacac/2013/default_tab.shtme.
Acesso em: 22 jan. 2016.

a) Qual a prn!egﬁn da populacao brasileira com menos de 40 anos de idade em 20237 E em 20257

126 800 271 habitantes; 124 715 280 habita ’[EF ; son = ceecneg -
b) De quantos por cento aproximadamente foi o aumento da projecédo da populacao brasileira com idade

maior ou igual a 40 anos e menor do que 60 anos, de 2023 para 20257 3.42%

c ) Em quais faixas etarias a projecao para a populacao diminui em 2025, se comparado a 20237
0l 20 anos e 20 — 40 anos

(Enem-MEC) Um estudo caracterizou 5 ambientes aquaticos, nomeados de A a E, em uma regido, me-
dindo pardmetros fisico-quimicos de cada um deles, incluindo o pH nos ambientes. O gréafico | repre-
senta os valores de pH dos 5 ambientes. Utilizando o gréfico Il, que representa a distribuicédo estatistica

39.

de espécies em diferentes faixas de pH, pode-se esperar um maior numero de espécies no ambiente: d

Grafico | Grafico ll
pH Numero de espécies
10- 40—
5 30
61 |
20 i
4-
il 10 |
pH otimo de
0= 0- | sobrevida
3 11
a) A b) B c) C d) D e) E
40. O indice de Massa Corporal (IMC) é uma medida internacional muito utilizada para avaliar a massa corpo-
ral de um adulto. Sua férmula é dada por IMC= rnassi (ko) .
altura® (m)

A seguir esta indicado o IMC de um grupo de pessoas.

I IMC de algumas pessoas em marco de 2016 \

'l'l;f-_-:.-t;;;b“; Acervo daeditora

MC Nimero de pessoas aDpErgsagr?tgdﬂs
16— 185 H g we
18,5 — 21 6
21 |— 23,5 =
23,5 — 26 12
26 |— 28,5 8
28,5 |— 31 5
31 33,5 3 EE";?L E;mas

a) Usando os dados acima, construa um histograma referente a frequéncia relativa da variavel IMC.

Hesposta no final do livro. N . ) N
b) De acordo com o histograma gue vocé construiu no item a, elabore uma questao e troque com um

colega. Depois, verifiqguem se as resolugoes estao corretas. Resposta pessoal.
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Medidas de tendéencia central para dados agrupados
em intervalos de classes

Estudamos anteriormente como calcular medidas de tendencia central para da-
dos discretos. Agora veremos como calcular a média aritmética, a moda e a media-
na para dados agrupados em intervalos de classes. Para isso, considere a tabela
de frequéncia a seqguir, que apresenta as massas dos 30 alunos de uma turma do
Ensino Médio.

Massa dos alunos de uma turma do Ensino
Meédio em marco de 2016

g;:uﬁrgsa:nﬁgdns Massa (kg) Frequéncia (f)
cdo ficticios. 40150 4
50160 0
6070 | 9
70180 | B
80}—90 >
Total | 20

Fonte: Turma do Ensino Médio.
Para calcularmos as medidas de tendéncia central para a variavel “massa dos
alunos”, inicialmente obtemos o valor médio (vm) de cada intervalo de classe.

Massa dos alunos de uma turma do Ensino
Meédio em marco de 2016

0 valor médio de um o o
s tervalo de clasce Massa (kg) Frequéncia (f) Valor médio (vm)

corresponde a média 4050 4 45
dos extremos desse

intervalo. No exemplo 501—60 10 55

ao lado, o valor médio 6070 9 65

do intervalo 40—50 70 —80 5 75

5 . 40+50

e 45, pois =45, 8090 2 85
Total 30

Fonte: Turma do Ensino Meédio.

» Para calcularmos a meédia aritmética [:i), adicionamos o produto de cada fre-
quéncia pelo valor médio correspondente e dividimos o resultado obtido pela
quantidade total de valores.

Em relacdo a4 massa dos alunos, temos que a média é dada por:

4-45+10-55+9-65+5-75+2-85 1860
30 30

* A moda (MG) corresponde ao valor médio do intervalo de classe de maior fre-
quéncia.
Em relacao a massa dos alunos, como o intervalo de classe de maior frequéncia

é 5060 (10 valores), a moda equivale ao valor médio correspondente, que nesse
caso € 55kg, ou seja, Mo =55.

* A mediana (Md} corresponde ao valor médio do intervalo de classe que contém
o termo central se a quantidade de termos for impar; se a quantidade de termos
for par, a mediana corresponde a média aritmética dos valores médios corres-
pondentes aos intervalos de classes que contém os dois termos centrais.

Em relacdo as massas dos alunos, a quantidade de termos é par e igual a 30.
Como o 152 e o 162 termos (termos centrais) pertencem ao intervalo 6070, a
mediana e dada por:

Md=55+ﬁ-5

-85 — B5kg
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41. Ao acompanhar o desenvolvimento de uma plan-
tacao de trigo, um engenheiro agronomo mediu
o comprimento de algumas plantas (amostra). Os

gadns obtidos estao apresentados na tabela.
s dados apresentados na tabela sao ficticios.

i_x.|'.Zl::|mprimi,.?rltr.:u das plantas da
- amostra em abril de 2016

Comprimento (cm)  Numero de plantas

a5 | 6
57 18
79 | 47
911 21
1113 8

Fonte: Anotagoes do engenheiro agronomo.

a) Quantas plantas compdem a amostra analisa-
da pelo engenheiro agronomo? 100 plantas

b) Calcule a média, a moda e a mediana do
cnrnB!::rimentn das plantas da amostra.
x=814; Mo=8; Md=8 i

c) 6 que se pode afirmar em relacao a porcen-

tagem das plantas da amostra que tém o

comprimento maior ou i&ual a meédia?
MNao se pode afirmar uma guantidade exata,

mas sabemos que e enjre 29% e 76%. .
42. A associacao de moradores de um bairro obser-

Vvou que os acidentes de transito eram frequentes
em certo trecho de uma avenida, onde a veloci-
dade maxima permitida era de 80 km/h, e que
isso era causado pelo excesso de velocidade dos
veiculos gue transitam no local. Para mostrar a
necessidade da instalacao de redutores de ve-
locidade e cobrar providéncias do poder publico,
foi feita a medicdo da velocidade dos veiculos
que passaram pelo local em certo periodo do

dia, cujos resultados estao organizados abaixo.
Os dados apresentados na tabela sao ficlicios.

Velocidade dos veiculos que passaram pelo lncal_m'*
em certo periodo do dia 15 de abril de 2016

Velocidade (km/h) Frequéncia (f)
5060 3
6070 5
7080 11
8090 | 19
90100 5

100110 3

Total 50
N Fonte: Associagio de mc:radnr&s-.
a) Calcule a média, em km/h, das velocidades
registradas. 82 km/h

b) A média da velocidade dos veiculos ficou acima

ou abaixo do limite nesse trecho da avenida?
daClima

43. O histograma a seguir apresenta o resultado da
prova de Matematica aplicada para a turma do
32 ano do Ensino Meédio. Calcule a média das

notas obtidas por essa turma. gp{{gxima‘jﬁ‘memﬂ

Nota dos alunos do 32 ano do Ensino
Médio em abril de 2016

Quantidade de alunos

12 —
10

Acervo da editora
=

Os dados apresentados
no grafico sao ficticios.

44, O Brasil € campedo mundial em incidéncia de
raios. A cada 50 mortes no mundo provocadas
por esse fendmeno natural, uma é no Brasil.

Fonte: Anotagdes da professora.

Estudos mostram que em grandes areas urbanas
tem aumentado o numero de descargas atmos-
féricas devido, entre outros fatores, ao maior
grau de poluicao nessas regidoes. Observe a
tabela a seqguir.

Fontes de pesquisa: <www.inpe.br/webelat/homepage/menu/
el.atm/perguntas.e.respostas.php>. Acesso em: 2 fev. 2016.

<www.inpe.brfwebelat/homepage/menu/infor/
infografico.-.mortes.por.raios.php>. Acesso em: 2 fev. 2016.

Densidade anual média de descargas

atmosféricas no estado de Sao Paulo
de 1998 a 2012

Densidade (raios/km?) Namero de municipios

46 56

68 259
810 242
1012 I 79
121—14 9

Fonte: <www.inpe.brfwebelat/docs/Densidade_de_Raios_por_
Punicipio.pdf>. Acesso em: 28 jan. 2016.

a) Em quantos municipios de Sao Paulo ocorre-
ram menos de 8 raios/km? por ano, em média?
315 mupigipios : :

b) Em media, qual foi a densidade de descargas
atmosfericas nos municipios de Sao Paulo no

! ~ aproximadamente
periodo apresentado’ B15 reiosikar

c ) Calcule a mediana e a moda da densidade
média anual de descargas atmosféricas, no
periodo apresentado, nos municipios de Sao
Paulo. Md=9; Mo=7
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Ser COHSCiente Quando menos é mais

Fontes de pesquisa:
<http:fabetran.org. br/ndex.

» phpfoption=Ccom_content&task
«  =viewkid=25004&kemid=2.

*  Acesso em: 15 mar. 2016.

<www.folha.uol.com. br/
cotidiano/2014/08/1503050-
irota-de-veiculos-cresce-mais-
rapido-gque-a-estrutura-viaria-
no-pais.shimb-. Acesso em:

15 mar. 20186.

Dicas para diminuir os congestionamentos

=S E R R EEREEEEEEEEAEN

O aumento na renda dos brasileiros, a facilidade e o estimulo na compra de au-
tomoveis e as reducoes fiscais sao algumas das razdes que fizeram a frota de
automoveis aumentar consideravelmente nos ultimos anos no Brasil. Acrescentam-
-se a tudo isso as comodidades de ter o proprio carro, como a disponibilidade
imediata de transporte e a liberdade de se deslocar sem restricoes de horario.
Juntos, esses e outros fatores fizeram com que a frota de automodveis crescesse
cerca de 67% de 2007 a 2015, enquanto a populacao brasileira aumentou cerca de
8% no mesmo periodo.

E quanto as nossas vias urbanas? Sera que também cresceram para comportar
tantos automoveis?

Para responder, basta acompanharmos os frequentes noticiarios sobre conges-
tionamentos no transito, em especial nas grandes cidades. Em algumas capitais,
0s motoristas enfrentam dezenas de quilometros de lentidao todos os dias, pas-
sando horas no carro. Ou seja, o mesmo automovel que deveria proporcionar con-
forto acaba gerando estresse, além da poluicdo e dos acidentes decorrentes disso.

Em razao desses problemas, diversas cidades do mundo vém tomando provi-
déncias para diminuir os engarrafamentos. Entre as alternativas, estdo o incentivo
ao transporte coletivo, o rodizio de automadveis, a cobranca de pedagio urbano e o
investimento em tecnologia e infraestrutura. No entanto, a colaboracao cabe tam-
bém a todos os cidadaos individualmente, que precisam se conscientizar dessa
situacao e adotar solucdes que ao menos amenizem as condi¢cOes atuais. Peque-
nas acoes no dia a dia podem refletir positivamente no transito, seja andar a pé, de
bicicleta ou em transportes coletivos.

A mudanca de alguns habitos pode diminuir
os congestionamentos nas grandes cidades.

Quando possivel, opte pelo

| transporte coletivo. Uma anica
pessoa no automdvel ocupa no

| transito um espa co sete vezes maior
L.du gue se estivesse em um onibus.
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*grafico de barras multiplas b) Algumas possiveis respostas: ao se deslocar
w+1& mihdes de habitartes de automaovel, optar por ruas menos

o : : _ movimentadas; sempre que possivel, evitar se
aproximadamente 6 habitantes por automovel:  deslocar de automovel em horario de pico: em
aproximadamente 4 habitantes por automovel regides que possuem metrd, optar por esse

z - - meio de transporte.
Analisando com cidadania

a ) No municipio em que vocé mora ha congestionamento no tréansito? Com qual
frequéncia? Resposta pessoal.
b) Alem das iniciativas apresentadas, escreva outras agoes de cidadania que podemos yi; mais informacaes
praticar a fim de evitar os congestionamentos. sobre a frota de
iy . ; iy o automaveis no site:
c ) O excesso de automédveis nas ruas também ocasiona prejuizo econdmico para o b TS
o n [ L] [ - : 'I
pais, pois enguanto esta}mms presos no cangeatmrl'namentoldenxamas de produzir (acesso em: & abr. 2016)
e gerar renda para o pais. Com um colega, pesquisem mais sobre esse assunto.
Resposta pessoal.

Analisando com Matematica

b 4

Crescimento da populacao e da frota
d) Observe o grafico ao lado e responda as  de automoveis no Brasil de 2007 a 2015

questoes.

; : sy " Quantidade (em milhoes
» Como e chamado esse tipo de grafico? : }

250+

" Em ¥ va.r FE{QED apmgtrrjada - :“?' 20041895 1935 1974 201 204
pulacao brasileira, em milhoes de habi- T i | J

P ik 1504 [ . B o
tantes, no periodo apresentado? | { ]
‘ e g 1004 S i o= . 2 |
« Em 2007, quantos habitantes, em media, ' [ o . | ?J o
: & wh - ik "35’3 3 y g -
havia para cada automével? E em 20157 o9 29,9 34,5 i f. B .
- ) — S -

a = . i o . — . =
Se a populacao e a frota de automoveis 2007 2009 2011 2013 2015 2
continuarem crescendo, em um ritmo - ) , o 3

p " Populacdo estimada [ Automoveis :
semelhante ao do periodo apresentado, 2

: i £ Fonte: <www.ibge.gov.br/home/estatistica/populacac/projecac_
a quantldade de habitantes POr automo da_populacan/2013/default_tab.shtm>. Acesso em: 15 mar. 2016.

vel vai diminuir ou aumentar? diminuir Fonte: <www.denatran.gov.brfrota.him>. Acesso em: 15 mar. 2016.
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Quando vocé e outros colegas
forem ao mesmo local, procurem
ir juntos no mesmo carro. Assim,
sera apenas um automavel em
circulacd@o e vocés ainda poderdo

hdividir o custo do combustivel.

Para percorrer curtas
distancias, opte pela
bicicleta. Além de contribuir
para a reducao nos
congestionamentos, vocé
pratica uma atividade fisica.

Davi Augusto
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capitulo

Veja mais informacdes
sobre Luiz Sacilotto e
suas obras no site:

- <http://tub.im/tc2zya>

(acesso em: 31 mar. 2016)

Luiz Sacilotto em seu atelig,
em Santo André (SP),
em 2002.

Acervo Sacilotto
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Luiz Sacilotto

Ao longo da histéria diferentes elementos
matematicos foram utilizados na composicdo de
obras artisticas, como a simetria, a ilusdo de o6tica,
a geometria, a perspectiva e a razao aurea. Um
exemplo de movimento artistico em que é notdria a
utilizacao da matematica € o Concretismo, cuja
base sdo elementos geomeétricos. Nas pinturas con-
cretistas, a atencao é voltada ao plano e as cores,
alinhados ao rigor formal.

No Brasil, um dos representantes do Concretismo
na pintura & Luiz Sacilotto (1924-2003). Nascido em
Santo André (SP), esse artista utilizava materiais
pouco convencionais em suas obras, como esmalte,
madeira compensada, latao e ferro, produzindo efei-
tos visuais com base em figuras geométricas. Na
tela abaixo, por exemplo, Sacilotto rotaciona e re-
produz uma mesma figura, criando um interessante
padrao visual.

Fonte de pesquiza: <www.sacilotto.com.br>. Acesso em: 10 mar. 2016.
Explique aos alunos que o estudo de rotagctes no plano sera estudado
neste capitulo, no topico Nimeros complexos e geometria.

FRAAARTY J
nmmt-nvz;:.l:\‘
$3idudw |

Figura 1 rotacionada

ddVVYPbhREL ..o
‘ ‘wv'h L L ‘ ‘ sentido anti-horario.
ddyverbhii<

LECY
ddyverbhiiécT

0266, de Luiz Sacilotto, 1980. Figura 1 rotacionada

180° no sentido
A) Resposta esperada: a base sao os elementos  horério ou 180° no
geometricos, de maneira que a atencao maior e eontidt anb-hararin:
dada ao plano e as cores, alinhados ao rigor formal.
— Qriente os alunos a escreverem as respostas no caderno.
(A, Cite caracteristicas das pinturas concretistas.

Lulz Sadiotta 1980, Guache sobre tela 4B £ 48 cm. Colecdo par ticular

» Converse com um colega sobre o efeito visual
gerado na tela acima. Resposta pessoal.

~) Ao rotacionar uma imagem em 360°, no sentido

horario, 0 que ocorre com sua posi¢cao? Nao se altera.
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/Estudando os numeros complexos 25, hedemser -

trabalhados o exemplo e a atividade das paginas 203 a 205 da secaoc Acessando tecnologias.
Uma das maiores contribuicoes

ao desenvolvimento da Algebra, a
féormula resolutiva de equacdes cubi-
cas de Tartaglia-Cardano, nao tinha
grandes aplicacoes praticas, sendo
mais eficiente a resolucao dessas
equacdes por meio do método de
aproximacoes sucessivas. Porém,
do ponto de vista loégico, a férmula
proposta por esses matematicos
trouxe grandes contribuicdes, pro-

Autor desconhecido. BTT.Ole
sabre r!'l-H,c'l.'.ll'E"l;ﬁ'l.‘.l particular

Autor ;descnnheddn.ﬁrauura. Colecado particular.

movendo discussées que culmina- Girolamo Cardano Miccolo Tartaglia
ram no desenvolvimento dos niumeros
complexos.

A publicacao da férmula que permite determinar o conjunto solucédo de equacoes
cubicas ocorreu em 1545, na obra Ars Magna, do matematico Girolamo Cardano
(1501-1576), na qual o autor faz referéncia a um novo tipo de numero, que denominou
“quantidade ficticia”. Tais quantidades eram na realidade raizes quadradas de nume-
ros negativos, hoje tratadas como numeros imaginarios.

[...] Se um algebrista desejava negar a existéncia de nimeros irracionais
ou negativos, dizia simplesmente, como 0s gregos antigos, que as equacgoes
x* =2 e x+2=0 ndo sdo resoliveis. Semelhantemente os algebristas tinham
podido evitar os imaginarios, simplesmente dizendo que uma equagao como
x* +1=0 néo é resoltvel. Ndao havia necessidade de considerar raizes quadra-
das de nimeros negativos. Porém, com a solugdo da equacao cubica, a situa-
cdo mudou radicalmente. Sempre que as trés raizes de uma equacgéao cubica
sao reais e diferentes de zero, a férmula de Tartaglia-Cardano leva inevitavel-
mente a raizes quadradas de nimeros negativos. Sabia-se que o alvo era um
numero real, mas ele nao podia ser atingido sem gue se compreendesse al-
guma coisa sobre os numeros imaginarios. Era agora necessario levar em
conta os imaginarios mesmo gque se concordasse em s6 aceitar raizes reais.

[-..]

BOYER, Carl Benjamin. Historia da matematica. Tradugao Elza F. Gomide.
Sao Paulo: Edgard Blicher, 1974, p. 210.

O matematico Rafael Bombelli (c.1526-1573), em seus estudos, percebeu que em
algumas situacodes, com a utilizacdo da formula de Tartaglia-Cardano na solucao de
equacoes cubicas, era preciso operar com numeros imaginarios, mesmo quando as
raizes da equacao pertenciam ao conjunto dos numeros reais. Considerando a equa-

cdo x*=15x+4 e aplicando essa férmula Bombelli obteve x=¥2+J-121+¥2-J-121.
Ele percebeu que x=4 & uma raiz da equacao proposta e, desse modo, mesmo
existindo numeros negativos nos radicais, a equacdo apresenta solucédo real.

Varios outros estudiosos se dedicaram ao estudo desse “novo” conjunto numérico,
como Caspar Wessel (1745-1818), Jean Robert Argand (1768-1822) e Carl Friedrich
Gauss (1777-1855). E creditada a eles a associacdo dos nimeros complexos a pon-
tos do plano real, frequentemente denominado de plano de Argand-Gauss.

Posteriormente, William Rowan Hamilton (1805-1865) representou um numero
complexo como um par ordenado de numeros reais, podendo assim definir opera-
coes algébricas com esses numeros de maneira mais simples do que a utilizada
inicialmente.

Fonte de pesquisa: BOYER, Carl Benjamin. Historia da matematica. Tradugao Elza F. Gomide. S3o Paulo: Edgard Blicher, 1974.

Fota: Mary Evans Pic ture Library Lbtd /E a5 ypin



/ Conjunto dos numeros complexos

Ja estudamos anteriormente que, no conjunto dos numeros reais, uma equacao
do tipo x*+a=0, com a>0, ndo possui solugdo, pois ndo existe um nimero real que
elevado ao quadrado resulte em um numero negativo.

x> +a=0=>x’=—a=x=+/-a

Para solucionar esse tipo de problema, foi estabelecida uma extensao do con-
junto dos numeros reais, obtendo um novo conjunto numérico, denominado conjun-

to dos numeros complexos, e indicado por C.

O conjunto dos numeros complexos C pode ser definido como o
conjunto de pares ordenados de nimeros reais (X, y) em que estido

definidas certas operacoes.

Acerva da editora

zeCe=z=(X,¥),comxeReyeR

" v S C: conjunto dos ndmeros

Os elementos de C sdao chamados de numeros complexos e definidos de mmpljem_
modo que seja possivel realizar as operagées de adicdo e multiplicacdo, alem | R:conjunto dos nimeros reais
de possibilitar o calculo da raiz de indice par de nimeros negativos. Uma vez g;z:g::m ERS nomes

que R é subconjunto de C, as operacoes de adicdo e multiplicacao de nume- Z: conjunto dos nimeros inteiros

ros reais, quando realizadas em C, ndo sofrem alteracdes. e canjunto dos numeros naturals |

Lembre os alunos que
I=R-0,emqueléo
conjunto dos nameros

Representacao algebrica de um numero complexo iracionais.

Todo numero complexo z=(x, y) pode ser representado algebricamente.

Um numero complexo z pode ser representado da seguinte maneira:
Z=X+Yi

com xeR, yeR e #=-1, em que i € chamada unidade imaginaria.

Note que um numero complexo z, escrito em sua forma algébrica, possui duas
partes:

parte real de z: F!E[z}= X /]\ /1\ parte imaginaria de z: Im[z}:g,r

Em um numero complexo, caso a:
« parte imaginaria seja nula [y:ﬂ], dizemos que o numero € real:

Z=X+0I=z2=X

» parte real seja nula (x=0) e a parte imaginaria seja ndo nula (y#0), dizemos
gue o0 numero & imaginario puro:

z=0+yi=z=yi

Exemplos

® Z=2+3L HE(:-:)=E, Im(3)= S Peca aos alunos que citem

outros exemplos de numeros
= z=-6i: Re(z)=0, Im(z)=-6 (nimero imaginario puro) complexos e escreva-os na

lousa. Em seguida, junto
com 05 alunos, classifique
esses numeros em real ou
imaginario puro, quando for
0 caso.

%, Im(z)=0 (numero real)
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A unidade imaginaria i € que indica uma raiz de indice par de um numero nega-
tivo no conjunto C.

Exemplo

Na equacdo x*+9=0, temos:

X, =3I
f+9=|}:>x2=-9:}x=i\#-=9:}x=13i<x1_ 3
,=—

/ Atividades resolvidas

R1. Determine o conjunto solucdo da equacdo x°—-6x+10=0, no conjunto C dos nimeros
complexos.

Resolucao

Utilizando a férmula resolutiva, temos:
a=1 b=-6; ¢c=10

A=(-6) -4-110=-4

(. —(cB)*y-4 62 <x1:3+i

2 2 \x,=3-i

Portanto, S={3+i, 3-i}.

RZ. Determine os valores de k, para 0s quais o numero complexo:
a) z=7+(4-2k)i seja real.
b) z=l:k2—k—ﬁ)+2i seja imaginario puro.
Resolucao
a) Como z é real para Im(z)=0, temos:

Im(z)=0=4-2k=0=-2k=—4=k=2
Portanto, para k =2 o numero z é real.

b) Como Im(z)=2#0, o nimero z é imaginario puro para Re(z)=0, ou seja:
Re(z)=0=k’-k-6=0
a=1b=-1¢c=-6
A=(-10"-4-1.(-6)=25

_-{—1)J_w"2_5_115<k1=3

k
2.1 2 \k,=-2

Portanto, para k=3 ou k=-2 o numero z & imaginario puro.

R3. Determine os numeros reais o e B, de modo que a igualdade EIE—EEE-I-EBi:ﬂ—E—(EB—?]i
seja verdadeira.

Dois nimeros complexos, z =a+bie z,=c+di com g, b, c e d reais, sao iguais se, e somente
se, suas partes reais e suas partes imaginarias forem iguais, ou seja, sea=ce b=d.

Resolucao
Considerando os numeros complexos 21:{12—2{1+ opi e zg=na—2—[2|3—?)i, temos:
=1

o F{E(zi)=He(zz)#m2—2m=m—2¢a2—3ﬂ+2=0< '

(12=2

» Im(z,)=Im(z,)=53=—(2-7)=7B=7=p=1

Portanto, a=1ou aa=2 e f=1.
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Representacao geometrica de um numero complexo

Vimos que um numero complexo z pode ser escrito como um par ordenado
z=(x, y) e na forma algébrica z=x+yi, com xeR e yeR.

Cada par ordenado de numeros reais [x, y) pode ser representado em um jeixo imaginario (Im)
plano cartesiano por um unico ponto. Assim, no plano, a um ponto P, de coor-
- - , " - P B
denadas x e y, ou seja, F-‘(x, y}, podemos associar um unico numero complexo Yrpresisae * )

- " I
Z=X+Yl, & ViCe-versa. :
|
|
|
|

O ponto P & denominado imagem de z, e o plano cartesiano em que sao

representados os numeros complexos & denominado plano de Argand- 5 i el
-Gauss ou plano complexo. Nesse plano, o eixo das abscissas € chamado
eixo real (Re), e o eixo das ordenadas, eixo imaginario (Im). O numero comple-
X0 representado pelo ponto F‘(x, y) € chamado de afixo de P.
Exemoplo Im Verifigue se os alunos
P B ZA0, T) compreenderam gue o
Observe a representacdo geométrica de alguns nu- 32“S|§§0”$£E?§f’é
6 :
meros complexos. (2, 5) o0 numero complexo
oo —2+5i—{2, 5) 54---- g por ele representado.
e :
y 4+ :
* 2,=7i=(0, 7) .
34 :
e 23=—1+2I=(—1, 2) ;;_»3{_1‘2]?’ 5 :
+2,=4=(4,0) .
* z,=3-4i=(3, -4) s 140
= ot -3 -2-10] 1 2 3 4Re
» 2. =-3-3i=(-3, -3) | ™| :
Note que o numero imaginario puro z,=7i é da forma : o4 i
{ﬂ, y], logo ele é representado sobre o eixo imaginario - _a4 :
& # & Ay — |
(Im). J4 o namero real z,=4 é da forma (x, 0), e sua >~ ) N .
representacdo € sobre o eixo real (Re). Z(3,—4)
. . . i | P(x, y)
Tambem podemos associar cada numero complexo Y TR s
Z=X+Yi a um unico vetor, com origem na origem do plano : :
i
complexo e extremidade no ponto F(x, y]. : '-im
| embre os alunos de que um vetor € um segmento de reta que possui : 'E*E
diregcao, sentido e comprimento. 5 * Ft-é EE

*”!AtiuidadEE resolvidas \

R4. Represente no plano de Argand-Gauss a regidao em que os pontos correspondem aos
numeros complexos z=a+bi, com a e b reais, nas condicdoes a seqguir:

a)a>-2eb<1 b) a<3eb=>-4 c) —2<a<3 e -4<b<1

Resolucao

a)a>z-2 e b<«1 b) a<3eb>-4 i c) -2<a<3 e -4<b<1
Im4 Im4 ! E Irm

i A . ;

2 10| 1 2 3Re Z 10 1 % 3 ke -

o : 14 : :
o4 _2- 3! E
-3t -31 t €
41 — 3 :

correspondem a intersecdo das regides do plano determinadas nos itensa e b.
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/ Atividades \

1.

a=3: h==2: C=—;
2

d=2+2i: e=2-2] 5
(ou d=2-2i: E
a=2+2i) g
2

2. Escreva a parte real e a parte imaginaria de cada

-4

150

i

Anote as respostas no caderno.

No diagrama a seguir, cada uma das letras a, b,
c, d e e representa uma das raizes das equa-

cohes: x*—4x+8=0, x*—x—-6=0 ou f-x+%={].

Determine o valor de cada letra.
1

>

ndmero complexo. Respostas no final do livro.

a) z,=3+2i c) z. =5 e) z,=0
1 ;
b) z,=-4i d) z4=--2—+~f§l
. Resolva.

a) Escreva cada numero complexo na forma al-
gébrica.

. z1=(4,5} z,=4+5i :

4 4

. 7, =([l, ﬁ] zsz,_f?_;'

b) Represente no plano de Argand-Gauss cada

numero complexo escrito no item a.
Resposta no final do livro.

Represente na forma algébrica cada numero
complexo indicado no plano de Argand-Gauss.

5 Im Z=4+2i; z,=3+3i, .
= 54 z,==3+5i, z,==3-i;
: il L =—2=—0i; Z ,=—4l

; ,=2=3i; z,=7

- =

i 3===---- -+

: I _ g2

' o4 i _ B

:

I.E“
Acervo da editora

—--—-—-——- e

Z '
=21
|
- 1R
| 4% Z
—

Determine o conjunto solugao de cada equacgao
em . Respostas no final do livro.

37
a) 2x*-8x+10=0 c) —f+x—?=ﬂ
b) 3x*-18x+30=0 d) 3x*-4x+2=0

Calcule os valores de p para os quais o nimero

complexo:

a) z,=(-4-p)+5i seja imaginario purop=-4
b) z,=(p-7)-(2+3p)i seja realp=—§

)z =(4_p2)+(4p—8]i seja imaginario puro,

- ?_4=[6,—§] E_:,'='|5—§i

® ?_E=[-3,5; %)222—351'? ' EE‘:(TL_E'] zﬁ:n:—gi

7. Determine os valores reais de a para que o nu-
mero complexo z=(5-a)+(a-3)i tenha:
a) Re(z)=4a=1 c) Re(z)<Im(z) a>4
b) Im(z)=9 a=12
8. Obtenha x e y reais de modo que:
a) (x—4)+(2y—1)i==1-3i x=3; y=-1
g
b) (6x=3]=[5=2Yy])i=5i x=—: y=5
) (6x=3)=(5-2y) 5 Y
c) (x+y—1)+(5x—2y+23)i=0 x=-3; y=4
9. Sabendo que z=x"+5x-50-10xi+50i & imaginario
purc e que xR, determine:
a) o valor de x -10
b) z na forma algébrica z=150i
10. Em cada item, escreva para quais valores de a e
b, em z=a+bi, corresponde a regiao em desta-
que no plano de Argand-Gauss.
a) a<5; b=6 d) —4=a<3; b=5
Im4 Irmk
G 4 T 5 g
5+ : 44 :
| |
44 : 34 :
| |
3+ : 24 '
1 |
o4 I 1+ ]
1 I
1+ : + t $ 4 i
| W B L L s R
of 1 2 3 4 5 Re
b) a=4; b<7 e) -1<a<B; -3=b<4
Im4 Irm
PO W > P P ARSI
4 £ -
7 v 5
64 ' 34 :
1 i
5+ ! 24 !
| L]
44 t 1% :
3 : e
-+ 0 1 2 3 4 5 ¢
24 -1t )
| I
14 E_EH E
—t—t = -
o 1 2 3 4l Re -3
c)aeR; b=0 f)a=0; b=0
Im4 Im4
Z 200 1 5 dre ]
=1+ 54 =
— 4+ %
-3+ 34 13;
| | 2
—d 2 E
54 1+ s
} 4 } + p—ii= 2
Of 1 2 3 4 5Re




/Operacoes com numeros complexos

Adicao, subtracao e multiplicacao

Imj
Na adi¢cdao de dois numeros complexos, adicionamos separadamente as partes pesies 12‘”‘2
reais e as partes imaginarias. Considerando, por exemplo, 0s nimeros complexos 54 |
" w '
z=-1+2i e z,=3+4I, calculamos z +z,: ) N :r_fe
" : Az , _ . 3+ b
2,+2,=(-1+2i)+(3+4i)=(-1+3)+(2+4)i=2,+2,=2+6i » o
Z4 Zg T- : :
S g ; a . ; hoor Ei
Em relagao a adicao de numeros complexos, destacamos a propriedade do ele- : :
mento oposto. 10| 1 2 3Re

Para cada numero complexo z,=a+bi, existe um numero oposto
z,=—a-bi,comaeR e beR também complexo, tal que:

z1+zz=zg+zt=ﬂ+ﬂl

§
Exemplo Z; L) No plano de Argand-Gauss,
' A > as imagens de dois
. . . i
CﬂﬁSIdE‘:rE 0s numeros complexos z. =-3+3i e : 4 hineros complexos
2,=3-95I. Desenvolvendo z +z,=2 +z , temos: : sl opostos sdo simétricas em
| 5 relacao a origem do plano.
ZAT=Z,+Z :
| 1+
(—3+5i)+(3—5i)=(3—5i)+(—3+ﬁi) |
. : 3 2 10 1 2 3Re
(-3+3)+(5-5)i=(3-3)+(-5+5)i ol :
|
0+0i=0+0i =21 |
_ad |
Como z +z,=2,+2,=0+0i, dizemos que esses _41 |
= & |
numeros sao opostos. o] 5,
2
Para realizar a subtracdo de dois nimeros comple- z,—zzh'g‘
. : e 61
X0s, subtraimos separadamente as partes reais e as par- :
tes imaginarias. Considerando, por exemplo, os nimeros i ,
i
complexos z =1+4i e z,=2-2i, calculamos z,—-z.: T e
3T
z,—2, = (14 4) - (2—20) = 1+ 4i— 24 2= -1
. % LA |
—=f(1— i &2 — i 4 i —
=(1-2)+(4+2)i=2z2,-z,=-1+6i o i R
1+ :
|
B -
c zZ
Na multiplicacao de dois niumeros complexos, aplica- =z Imj
. " a . & | Py
mos a propriedade distributiva e reduzimos os termos ; T
. I
semelhantes. Considerando, por exemplo, os numeros : 6%
: 1 \ 4
complexos z =2+2j e IE=E+3I, calculamos z -z . :
I
| 44
1 ' Z 3
z,-2,=(2+2i):| =+3i|=1+6i+i+6 =1+6i+i-6=2,-2,=-5+7i i T 3
e, ! 2 ::1 I L o __‘;‘ =
& 2 i | i : g
( T | -4
: T S P &
Propriedade distributiva da multiplicacao: BRI S | E R Heg*
|| N 2 g
[a+h}~[c+d =ac+ad+bc+bd e
= 3
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Considerando os numeros complexos z =a+bi e z,=c+di, coma, b,c e d
reais, temos:
« Adicao
z,+2,=(a+bi)+(c+di)=z,+2,=(a+c)+(b+d)i
* Subtracao
z,-z,=(a+bi)—(c+di)=z,-z,=(a-c)+(b-d)i

» Multiplicacao
z,-z,=(a+bi)-(c+di)=z,-z,=(ac—bd)+(ad+bc)i

/ Atividades resolvidas

R5. Verifique se os numeros complexos z =2-2i e z,=2+2i séo solugcbes da equagéo

Rb.

z°-4z+8=0.
Resolucao

o _ Lembre-se de que
Podemos resolver essa atividade de duas maneiras: {a_h)z_ag_zamhi -
12 maneira: substituindo os valores. [a+h]1=ad+23h+h‘£

« Para z,=2-2i:

2’ -4z+8=(2-2i) -4(2-2))+8=4-8i+47 -8+8i+8=4-8i—-4-8+8i+8=0

Y
Logo, z,=2-2i e solucao da equacao.

« Para z, =2+ 2i:
2 -47+8=(2+2i) -4(2+2))+8=4+8i+47 -8-8i+8=4+8i-4-8-8i+8=0
Logo, z,=2+2i e solugcao da equacao. )
22 maneira: verificando a soma [S) e o produto (P] das possiveis solucoes.
*S=2z+z,=(2-2))+(2+2i)=4
. F’=z1-22=[2—2i]{2+2i)=4+4i—4i—4if_=4+4i—4i+4=8

1

b o
Considerando a equacdo na forma ax*+bx+c=0, temos S=-— e P=—. Assim, segue

que z.=2-2i e z, =2+ 2i sao solugoes da equacao. @ ?

Considerando os numeros complexos z =1+i, Z,=2-i e z, =-1+3i, efetue algebrica-
mente e represente os vetores correspondentes aos numeros complexos:

a) ZAEAZ,
b) -Z~2Z,~Z,
c) 2z2,+2,-22,

Resolucao

Vimos que a cada numero complexo z=a+bi associamos um unico
vetor com origem em (0, 0) e extremidade em (a,b). Na imagem ao
lado, representamos os vetores correspondentes aos numeros
COMpIexosS Z., —Z,, Z., ~Zu £ @ — L.,

Podemos efetuar geometricamente a adicdo de numeros comple-
Xx0s por meio da regra do poligono, na qual escolhemos um dos
vetores como ponto de partida e transladamos os vetores seguin-
tes, de modo que a origem do 22 vetor coincida com a extremida-
de do 1%, e assim sucessivamente.
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Em cada plﬁnn [iE.ArgEII"Id-GEIUEE, o vetor em uerrﬁelhu .indica o resultado da nperat}:én..
a) z,+z,+z,=(1+i)+(2-i)+(-1+3i)=2+3i ) 2z+z,-2z,=z.+2+2,-Z,-Z,=
=2(1+i)+(2-1)-2(-1+3i)=
=2+2i+2-i+2-6i=6-5i

Note que, ao transladarmos
a origem do vetor z, uma

unidade para cima e uma - Imj

unidade para a direita, o 24

mesmo acontece comasua | e

j L 14 A ordem

extremidade. | ¢
| escolhida
£ g para tracar
==17 os vetores
B_D foi @ mesma
% 2 ordem dos
| & elementos
:E _4 s
£ na operacao.
£ _5-

R7. Determine o numero complexo z em cada igualdade.
a) 4z-5i=10-z b) Bi-2z=(z+7)i-7

Resolucao
a) 4z-5i=10-z=4z+z=10+5i=5z=10+5i=5z=5(2+i)= z=2+i

b) Como z é da forma z=a+bi, temos:

3i-2z=(z+7)i-7=3i-2(a+bi)=(a+bi+7)i-7=3i-2a-2bi=ai+b’+7i-7=

-1
=-2a+(3-2b)i=-7-b+(a+7)i
Escrevemos e resolvemos o seguinte sistema linear:
{ -2a=-7-b [-2a+b=-7 {—23+b=—?
=3 =
3-2b=a+7 -a-2b=4.(-2) |2a+4b=-8
Sb=-15=b=-3

Substituindo b=-3 em -2a=-7-b, temos:

-2a=-7-(-3)=-2a=-4=a=2
Portanto, z=2-3i.

/ ﬂtIUIdEdES \ = Anote as respostas no caderno.

1. Calcule:

13. O numero complexo z, € tal que seu oposto so-

a) (4+5i)+(1-2i) 5+3i

b) (—2+3i)—(5+9i) -7-6i

c) (4+i)—(-5-7i) 9+8i

d) (-20-8i)—(~18+7i) -2-15i

e) 20-(10++20i)+5+(7+/45i) 22+ 5i

. Dados os numeros complexos z.=-4+7i e
z,=2+3i, determine z, de modo que:

a) z,=z2,+2,

b) z,=2z -7
z,2=2+100  © z=

mero cnmp!em 21,.?_'2, Loy, To—F B E —T
Resposta no final do livro.

E) Fi=F =7 |
z,2—6+4i * z.Z6-4i
Agora, em um mesmo plano de Argand-Gauss, |

construa um vetor correspondente a cada nu-

mado com z,=8-3i e igual a z,=9-12i. Determi-
ne z na sua forma algebrica. z,=-1+9i

. Sejam 0s numeros complexos z=-2+xie w=y-15i,

com x e y reais, de maneira que w-z=10-20i.

+1 e :
, verifique guais

Ssobre o valor numeérico de

das afirmativas abaixo sao verdadeiras. b; e

a) E divisivel por 5.

b) E uma poténcia de base 2 e expoente inteiro.
c) E um numero inteiro.

d) Pertence ao intervalo |2 5].

e) O seu inverso € um ndmero primo.
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15. No plano complexo esta representado z +z,. ~18. Determine o numero complexo z em que a soma

72 =T —24i. g3 +di

Aoervn da editora

B
o 1 5 Re
a) Escreva na forma algébrica os numeros com- | A-B=C, emque A= -3
z,=1+34; z,=4+3; : ' T, o

plexos z,, 2, e 2,+7,. E+1 B
b) Efetue algehrlca e geometncamente a opera-
cao 2?_'2+21. Resposta no final do livro.

16. Resolva o sistema. z,=2+7i; z,=3-5i; z,=4i | i L/ ﬂESﬂflﬂ @
Z+2,+2,=5+6I

3z,-2,+2,=3+30i
_—21-22+23=-—5+2i

o

') z,-2,-2,=40+60i

20. Sabendo que a matriz C:[E1

das partes real e imaginaria é igual a 1 e

19. Sejam os numeros complexos z=(p-1)+(p-3)i e
=(p-5)+(p+1)i, com peR, tais que z-w & ima-
ginario puro. Qual é o valor de p? p=2

6y Gy

s
2] é definida por

1+2i -1+2i 4
eB= .
—EE] [ -2i Bi]

determine a soma ¢ +C,+C, +C,. =11-4i

Determine 0s numeros complexos, Z 2, e, de
20
maneira que: z,=3-2i, 22=?| e z =k, cﬂmi{eﬂ*

Il ) a parte imaginaria de z, € =2

17. Dados os numeros complexos z.=5+i e z,=4-9i, o -
Ill') z, e imaginario puro

calcule: |
a) z,-2, b) 2?2 c)z>z? IV) z, é real
2941 —65-T72i -840-2 378i

MNa atividade 17,
verifigue se os
alunos perceberam
que, se Z=a+Di,

entdo z° =(a+bi) .

154

Conjugado

O conjugado do numero complexo z=x+Yi, indicado por z, € dado por Z=x-Yi,
com xR e y eR. Note que obtemos z trocando o sinal da parte imaginaria de z.

Exemplos
*» z=8+15i=2z=8-15i » 2=9i=z=-9i
a z=§—iz}i=g+i e 2=12=22=12

Uma das propriedades do conjugado é que o produto entre um numero comple-
X0 e seu conjugado é sempre um numero real ndo negativo.

Calculando o produto entre z=x+Yi e seu conjugado Z=x-vyi, temos:

z-Z=(x+yi)(x-yi)=x"—xyi+xyi-y* £ = z-Z=x*+y*

Portanto, o produto z.-z é igual ao quadrado da parte real mais o quadrado da
parte imaginaria de z.

Exemplos
« z=—-2+5i=2.2=(-2) +5°=29 e 2=-8-i=z-7=(-8) +(-1)°=10

No plano de Argand-Gauss, as imagens de um namero complexo e de seu con-
jugado sd@o simétricas em relagdo ao eixo real (Re).
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/Atiui:ladEE resnluidas\

R8. Mostre que, se z, e Z, sdo numeros complexos, entdo sdo validas as seguintes proprie-
dades:

a) Z+zZ,=Z,+z, b) z.-2.=Z.2,

Resolucao

Consideramos os numeros complexos z =a+bi e z,=c+di.

a) Z,+Z,=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i=(a+c)-(b+d)i=a+c-bi-di=(a-bi)+(c-di)=Z +Z,
b) Temos que:

z,-z,=(a+bi)(c+di)=(ac—bd)+(ad+bc)i
Logo:

z,-z,=(ac—bd)-(ad+bc)i (1)

Alem disso:
z,-z, = (a—bi)(c—di)=(ac—bd)-(ad+bc)i ()

Portanto, comparando | e Il, concluimos que z1~zz=z_1~z_2.

R9. Determine o numero complexo z, tal que 3z+i=zZ+4.

Resolucao
Considerando z=a+bi, temos:

3z+i=z+4=3(a+bi)+i=a-bi+4=>3a+3bi+i=a+4-bi=3a+(3b+1)i=a+4-bi
Igualando as partes reais e as partes imaginarias: 4
» 3a=a+4=2a=4—a=2 . 3h+‘:=—b:}4h=—‘|::«b=—1

Portanto, z=2- %i.

/4 =
. e
ﬂtl\ﬂdadES \“_ Anote as respostas no caderno.

22. Qual dos graficos representa o lugar geométricono = 24. Determine os numeros reais m e n em

plano de Argand-Gauss das imagens dos numeros m 3 ). o 1.
P S s s Z2.=| —=1|+|n-=|i, sabendo que z,=——-—i e
complexos z=a+Dbi, tais que z=Zi?b 2 2 2 8 2

a) iy c) yox Imy 2,=2,.m=2; n=2
b =z |
: 25. Dados os numeros complexos z, =—6+2i, z,=1-4i
I e z,=3i, calcule:
0 O 0 S - == = . —— = :
2 b Re a) Z+2Z,+7, -5-i c) z,-z,-z, -78-6i
I i
+- i : e :
b 7 b) zZ+z,+2, -5-i d) z,-2,-Z, —-78-6i
L T NeRE g g
b) d) " - 26. Mostre que a relagdo z°=(z)" ¢ valida para todo
B T im .l nimero complexo z=a+bi.
% Resposta nas Orientagbes para o professor.
¢ (27.//Desafio ® "
= & |
Re i ,
% Sendo z, e z, numeros complexos, resolva o
£ 5 3 .
i sistema {5 I 5 . Z,==5+i; Z,==5+4i
, = z -z,=3i
23. Para cada item, calcule z-z. 1 =2
a) z=1-2i 5 d) z=-525  28. Mostre que dado um numero complexo z=a+Dbi,
. . : —32 . ‘
b) z=4+2i 20 e) z=4i 16 | em que aeR e beR, o produto (Z) -zZ° é um nu-
c) z=7+/Bi57 mero real. Resposta nas Orientagdes para o professor.
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Divisao

O quociente entre dois numeros complexos z, e z,, com (z,#0), pode ser obtido
multiplicando-se o dividendo e o divisor pelo conjugado do divisor, isto é:
Z,_2,2,
z, z,Z,

Exemplo &

; : ; z
Considerando z,=-6+9i e z,=2+4i, e calculando —, temos:
Z
2
—1

z, z,7, (-6+90)-(2-4) _12424i+18i-36i

2, 2,2, (2+4i)(2-4i) 2% + 4
_(-12+36)+(24+18)i _ 24+42i _ 6, 21
4+16 20 5 10

/Atiuidades resuluidas\

R10. Escreva na forma z=a+bi o numero complexo ::4-23"';', sendo a e b reais.
Resolucao
Desenvolvendo cada divisao, temos:
1= 1= 1= 1=i-iti 1-2i—1% =2 . . 2+ 2+ [ 3|) _Bi— 3P _3-6i_1 2
4 1+ =i P+? 141 2 3 8 (-3) & g 3 3
=290 =i 2+i__ 1.2 1.5
1+i 3i g 4 3 3
R1l. Sendo a, b, ¢ e d reais com c#0 ou d=0, mostre que se bc—-ad=0, entdo o numero
T i) é real.
c+di
Resolucao
Desenvolvendo a divisdo, temos: 0
_a+bi c-di ac-adi+bci-bdi’ ac-adi+bci+bd ac+bd bc—m._ ac+bd
T c+di c—di ¢ +d - ¢ +d° T +d? ci+d® o+

Como a, b, c e d sdao numeros reais, entao z é real.

-

/ At“”da dES \ Anote as respostas no caderno.

29. A partir dos numeros complexos z,=6-2i e z,=2+i,  33. Considerando 0s nimeros complexos z=a+bi
calcule: _ _ e w=c+di, sendo a, b, ¢ e d reais, escreva o
a) iE—Ei b) El+1i c) i+ 54 d) 21122 | resultado de cada operacao como um par orde-
Z, 2,4 4 Z, 4 3+2i L2 nado de numeros reais.
. . | Z Z z (ac-bd ad+bc
30. Escreva na forma z=a+bi, com a e b reais, 0 a) b ={ T c%d‘"}

31

3.

156

2 2+ 3i 1 9 77
numero GDI’I’I[]iEKD F= e 5 . T |

zw(ac+trd bc - ad] W
o+ " c’+d

el , 'i 34. /. Desafm@

6-1 \1-i

Expresse a em funcao de b, com a e b de manei-

: a=-3i . Considere 0s nUmeros mj
ra que o numero complexo z=—— seja: | e
5+ bi | complexos z e w, repre- o
a) real a:-E b) imaginario puro ap sentados no plano com- 3
b 5 3415 plexo. Em qual quadrante

Sendo 0s numeros complexos E=E e W=ﬁ’ ; do plano complexo deve 11
calcule: | ser representada a razao -

i 4 W 1 1 : Z o 0

G B W B o L —7 Justifique. 1 e

Z WS B z 8% ZW & 5; W

Resposta no final do livro.
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Potenciacao de i

Sabendo que i“=-1 e utilizando as propriedades de potenciacdo conhecidas em
R, podemos calcular os valores de i", com nef.

Calculando i" para 0=n<11, temos:

. i°=1 o i°=i%i=1(-1)=-1

o j'=i o i’=i%i%=1.(=i)=-i

¢ i*=—1 o if=itit=11=1

e i*=iti'=(—1)-i=-i o i*=i"-i'=1i=i

o i*=iZit=(=1)-(=1)=1 0 i0=i8.i2=1.(—1)=—1

e i’=i%i'=1.i=i o« i"=i®i%=1(<i)=-i

Note que os valores de i" se repetem de 4 em 4, ou seja:

o= == o i?=i®=i"=-1
1_i5__:9 i*=j’ ="

Essas recorréncias s&o validas para todo n natural. Assim, temos i"=i", em que r
& o resto da divisdo de n por 4.

Exemplo
Calculando i*® e i'”, temos:
& IE-D - i‘lﬂ?
50 |4 107 |4
2 12 i0=j2=—-1 3 26 i ==
T i
resto resto

fAtiuidadEE resnluidas\

R12. Determine o valor da expressao i +3i%%8 -2i% +i-30,

Resolucao
Temos que:
17 |4 | 288 |4 95 |4 30 |4
1 4 | 0 72 3 23 2 T
T | 0 i 1
resto resto ; resto i resto
7 =i'=i | 208 _j0 1 P=if=—i (i) =(i?) =

Assim: i +3i®* - 2i® +i " =i+3-1-2- (=) +(-1)=i+3+2i-1= 2+3i

R13. Determine em qual dos quadrantes do plano de Argand-Gauss esta localizado o ponto
38
. |
correspondente ao numero complexo z=

68 °

Resolucao
Temos que:
2=4+i3"=af'.+i“'5+2=-¢1+i2=-*-1—1= = _5—i=15—ﬁ:15_ Bi
5-i° 5-i"""% 5-i® 5+i 5+i 5-i 5°+17 26 26

Como a parte real a=£}ﬂ e a parte imaginaria b=—%{ 0, temos gque o ponto cor-

respondente a z pertence ao 42 quadrante no plano Argand-Gauss.
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/ AtividadES \ = Anote as respostas no caderno.

i

35. Calcule as poténcias de i.
a) i*'i b) % -1

36. Calcule os valores de a e b na equacao

A3 i
ﬁH) ‘(21?) =a+bi. a=—§; s
(~1-1) sl

(37. //Desafio ©®

Determine o valor da expressao (JE
V3
2

]I-l-r"'+l'1+l"'+|'5‘+.-_ﬂ‘“ T ol

Definimos geometricamente o médulo de um numero complexo Im4
z=Xx+Yi, com xeR e yeR, como a distancia entre a origem O do
sistema de coordenadas cartesianas e o ponto P(x, y].

Algebricamente, indicamos o médulo do nimero complexo z por
{z|. Utilizando o Teorema de Pitagoras, veja como podemos definir |z|: 0

)i d)i®1 e)i™® |

sn o, in-

38. Considerando o numero complexo z= , COm

s 2N
|

nef*, responda.

a) A quantos numeros complexos diferentes z
pode corresponder? quatro nimeros

b) Quais sao esses nUmMeros? —i—i: =1+i: 1+i: 1=i

39. Escreva na forma w=a+bi o numero complexo

1+
w=[1_im) Cw=-1

/Médulo de um niimero complexo

P(x, y)
yl T ——

R e

(OPY =x*+y?=0P=\x*+y? = [g=y/x"+y?

Exemplo i
Calculando o médulo do numero complexo g
z=-6+4i, temos: 2
p
2=1/(~6)"+4% =62 =213 §
_-;E
Em relacdo ao moédulo de numeros complexos, destacamos as seguintes pro-
priedades que podem ser demonstradas:
S 2 z 72
czz=ff -+ l-f ozl e[ =L em quez,20
Z,| |z
/ Atividades resolvidas \

H14. Duas antenas de telefonia celular foram instaladas em uma regiao plana. Ao represen-
tar a posicdo dessas antenas em um plano de Argand-Gauss, com graduacdo dos
eixos em quildbmetros, temos que elas correspondem aos numeros complexos

47
Z— 2+4'_ e w=4+3i. Qual é a distancia entre essas antenas?
—Ii
Resolucao -
.. s ; I .
Inicialmente, escrevemos 0 numero complexo z = 3_; na forma z=a+Dbi.
—i
S 2 + 4i* _ 2+ 4i't43 _2+4°F 2-4i 3+i 6+2-12—4FF 1ﬂ—1ﬂi_1 i
3—i 3—Ii 3 =i 3—=i 3+I 9+1 10
Em seguida, calculamos a distancia entre z e w: Imi
w 2
B —— - ———— o
2 2 2
|z—w|=‘(1—i)—(4+31]‘=[—3—4i|=\/{—3) +(-4) =Vo+16=v25=5 ]| i
Portanto, a distancia entre as duas antenas é de 5 km. 1T : E
i
} + + —
. . . =
De modo geral, a distancia entre dois pontos correspondentes aos nimeros 1 ____VE % 4.5e
i Z
complexos z e w € o mddulo da diferenca entre eles, ou seja, |z—w‘.
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R15. Represente no plano complexo o conjun- A regiao limitada pela inequacao pb>-1

to dos pontos z=a+bi, com a e b reais representa o -
tal que [z<2 e b>-1. conjunto dEI 2l

ontos no plano
Resolucao Eumplexu :fuja T
A regido limitada pela inequagao [z<2 ordenada é maior —5 %ol T+ P r.
representa o conjunto de pontos no plano ou igual a —-1. -
complexo cuja distancia a origem & me-

nor que 2, uma vez que |z| corresponde a

distancia entre essa Portanto, representamos

Im
origem e o0 ponto = 0 conjunto dos .
P(a b). Essa regido A5 pontos z=a+bi 2
corresponde a um ;' _ _ \ pela intersecao :
circulo de centro na -2\ -1 0] 1 ,r:EFIE das regides E
origem e raio de me- "n 11 7 determinadas i
dida 2, com excecao o pelas duas ¥
da circunferéncia. - inequacoes. 2
/4 =
. = e
Atividades \ =" Anote as respostas no caderno.
40. Calcule o modulo dos numeros complexos. 45, Para cada item, escreva o numero complexo z na
a) z=4+3i 5 d) ;:4:?_\@ V51 Q sua forma algebrica, de maneira que satisfaca a
3 &3 1 | condicao:
; - = i ) i ]
b) z,=2-=i > e) z,=——~ 242 a) —|z|+z=-4+48i z=6+8i b) 2.1°+z.Z=2
2 & 241 | Z=20U Z==1
. 1 1 f '
c) z,=—15+8i 17 f) z,=—+— 1 46. Represente nc:-r plano cammexf} o conjunto dos
1= 1+i pontos z=Xx+Yyi, com x e y reais, tal que:
41. A partir da representacao dos nimeros complexos a) |z+5-2i|=|z+5i b) [z—3+4i|=v2
z e w no plano de Argand-Gauss, determine a Respostas no final do livro. J
distancia da origem a: - ~ 47. Sabendo que os pontos que representam 0s nu-
a2 m i — —_ i —_— g m— I - i
a) 2245 uc. 2 N | meros complexos z,=3-2i, z, 4" 2l ? z,” 1+ vi
§) Ziw B es T em um plano de Argand-Gauss sao vertices de
“I a . " " & # 1 =
o | T um triangulo cuja area e 56 unidades, determine:
c) z+w V34 uc. E . : e P
7 % 5 2 10| 1Re ¢ a) o valor de y b) a distancia entre z, e z,
d) —V2uec. 11 = y=14ouy=-18 2V65 u.c.
" | - ¢ 48. Mostre algebricamente a validade das proprieda-
o = -2 : % : des a seguir: Respostas nas Orientacdes para
e) = J2uc. 34--» g " o professor.
W - i 7 = |7 - |E1|
o a) z-z=|Z c) [=t{=11, em que z,#0
42. Calcule a distancia entre os pontos que represen- z,| |z,
tam z e w nos segui : b) [2,z,|=[z |}z
guintes casos: :
a) z=3-5i e w=1+2i V53 uc. 49. A partir da figura a seguir, elabore uma questao
b) z=—5+7i e w=15-8i 25 u.c. | acerca do perimetro do triangulo. Em seguida,
c) z=—29-4i e w=7+11i 39 u.c. troque com um colega e, por fim, verifiqguem se

as resolucdes estao corretas. Resposta pessoal.
43. Determine o valor do numero real x na equacao
z=3x-15, em que |z/=3V41. x=-4 ou x=4 e

44, Considerando todos os numeros complexos
Z=X+Yi, com x e y reais que satisfazem a relagao

lz—3+5i|=6, escreva na forma algébrica aquele | z,

que possuir:

a) menor valor numérico para y z=3-11i 5

b) maior valor numérico para y z=3+i E 0 Re
c ) menor valor numérico para x z=-3-5i § z,

d) maior valor numérico para x z=9-5i
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/ Representacao trigonomeétrica de um nuamero

complexo

Na representacdao geométrica do nimero complexo z=x+yi, com z#0, podemos
destacar o dngulo o, em que 0 <a < 2n, formado entre o segmento OP e o eixo real,
medido no sentido anti-horario. Esse angulo € denominado argumento de z (ou

argumento principal de z) e é indicado por arg[z).

O ponto que

P(x, ¥)

Acervoda editara

representa um
numero complexo
Z=X+Vi pode ser

indicado por meio das O angulo a satisfaz as igualdades:

coordenadas
cartesianas x e y, ou
por meio das
coordenadas polares

* cosa= a =X =|z|-cosa

2y

y

* sena=>-=Yy=[z-sena

i

Substituindo esses valores na forma algébrica de um numero complexo, obte-

desse ponto, que sao mos a forma trigonométrica (ou forma polar) do niumero complexo.

o moduloe o
argumento de z.

fAtiuidades resolvidas \

z=X+Yyie z=|z-cosa+|z-sena-ie z=[z(cosa+isena)

R16. Escreva na forma trigonométrica e represente geometricamente os numeros complexos:

a) z=4+4i b) z=—2-23i

_ Se necessario, lembre acs alunos como determinar 2a medida
Resolucao de um angulo @, conhecendo os valores de seno e coso.

a ) Inicialmente, calculamos o moédulo de
Z.

EZI=H'4E+4E =J16+16=42

Em seguida, calculamos o argumento

de z.
COS 0= 4 —Jﬁ
,1 T T T
seno= 4 —J-E_ &
42 2

Portanto, a forma trigonométrica de z

5 z=42| cos—+isen— |.
é z ( 4-|—ISEI'I4]

Z

&cerwo da editora

§ i e o e

Py
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e z=4[

b) Temos que:

o= J[-2 +(-2a) =VaTTz=4

=5
cosfgfl=——=——
4 2 :ju=££
~2J/3 i3 3
send=———=———
4 2

Portanto, a forma trigonométrica de z

c054—“+isen4—“]
3 3 )

Acervo da editora




R17. Escreva na forma algébrica e represente geometricamente os niumeros complexos:

T T 3n . 3n |
a) z=cos—+isen— b) z:E(Cﬂs—ﬂsen—] Lembre-se de que:
2 2 4 4 z=x+yiﬁz=[z|[cn5u+i5enu]
Im
Resolucao
Z
X T : . 1
a)z=cos—+isen—=0+i-1= |
2 2 9
o e i, |z]=1
0 1 x
2
0 Re Im}

b) Como, para g{u{n, temos sena=sen(n—a) e e
=

coso =-cos(m— o), segue que: E
3 . 3n J2 2 : 5
z=2|]cos—+isen— |=2| ——+i = -2 +/2i 3

[. 4 4J) [ 2 2 J £
—Enﬁ%-% sen%.ﬁ - =

R18. Determine o numero complexo z=a+bi, representado pelo ponto P no plano de

Argand-Gauss. Imi .
A g
Resolucao g
Do plano, temos que o argumento principal o /2 g
5n . Jo
mede 150° ou ' Como |z|=10, e para E-—:cﬂ < T,
temos senc.=sen(m—o) e Cosa=-cos(n-o), N
B
entdo 0 numero complexo z é: 0 Re
50 . 5m V3 .1 :
z=1D(cns—+|sen—)=1D — " ti—}= -5J/3+5i
6 6 2 2
_gusg-_g EEHEIE
/ (=
Ati‘h‘idadEE \ E Anote as respostas no caderno
50. Escreva na forma trigonomeétrica cada numero @ 53. Determine a forma trigonometrica dos numeros
complexo. Respostas no final do livro. complexos representados no planc de Argand-
a) g1=2_2,f§; d) ;_-4=_3_3J§g -Gauss. Em seguida, determine quantos graus
b) z,=—4+4i e) z,=—2i tem o &ngulo . 11:1[;;95%“5%%]:
c) z,=5i |
)7, Im4 z,=5 EDEi—RHseni—n - 165°
51. A partir do valor do modulo e do argumento, es- Z ] | 542
creva 0s numeros complexos na forma algébrica. 2
on -
a) |z|=10 e arg(z,)="—z,=5-5V3i
. g
n A
b) I2,|=3v2 e arg(zﬁ:I z,=3-3] a”, 2 :
' A i FﬁT’:‘! =
" - of : 5y 2 1
c) |z,|]=20 e arg(z,)=60° z,=10+10V3 | —m‘é_ gl _g,
d) [z,|=8 e arg(z,)=180° z,=-8 2

52. Sendo z,=23+2i e z,=-2+2J3i, determine a
medida do argumento a do numero complexo 54, Determine a forma trigonométrica do numero

Zy 3r S I : :
z,=—1 =X complexo w=i+i®+i*+...+i*". w=1(cosn+isenr)

2, 3
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55. Um professor de Matematica desenhou na lousa um relégio centrado em um plano Im ¢
de Argand-Gauss, como apresentado ao lado.

Ao representar a extremidade do ponteiro maior no ponto cujo afixo e 10 5 5
| T : 4 , ] 9 0 3 - E
zZ=2 cns§+|5er1§ e a do ponteiro menor pelo ponto cujo afixo e 5 , | Beg
g
- & L] " 1 " & ) ? 5 E

W=COSTm +isenn, que horario fol indicado no relogio? 9 hou 21 h it

56. A figura ao lado representa um quadrado com 4 u.a. (unidades de area) inscrito em

uma circunferéncia, de maneira que ambos estao centrados na origem. Sabendo il

que os veértices A, B, C e D desse quadrado correspondem respectivamente aos :

nimeros complexos z, z,, z, e z,, e que o segmento AB é perpendicular ao eixo 'E:

imaginario, determine: Respostas no final do livro. Re 1%
¥

a) a forma trigonométricade z, z,, Z, e 2,
b) a area da regidao em azul

57. Os pontos A, B, C e D correspondem, respectivamente, aos numeros complexos z, z,, z, e z,. Esses
pontos estao, na ordem apresentada e no sentido anti-horario, sobre uma circunferéncia de raio 2, cen-

trada na origem de um plano complexo. Sabendo que med (A@B]:?E“, med (EﬁC):QD“. med (GﬁD):‘IDS“

e 34=J§—i, escreva z,, Z,, z, e z, nas formas trigonométrica e algébrica. Resposta no final do livro.

58. Considerando O0<a<2rn e a uma constante real tal que a>3, pode-se afirmar que as representacdes geo-
" . . T . T
metricas dos numeros complexos z=3[cr:=s o+isen u) e w=a(cas EHSEHE] no plano de Argand-Gauss

correspondem, respectivamente, a: a

a) circunferéncia de raio 3 e ponto localizado no 12 quadrante cuja distancia até a origem é a.
b) circunferéncia de raio a e ponto cuja distancia até a origem é trés unidades de comprimento.
c ) circulo de raio 3 e ponto localizado no 12 quadrante cuja distancia até a origem é a.

d) circunferéncia de raio 3 e ponto localizado no 32 quadrante cuja distancia até a origem é a.
e ) circunferéncia de raio 3 e ponto localizado no 12 quadrante cuja distancia até a origem é 3a.

Multiplicacao e divisao

0 produto entre dois Considere os numeros complexos z,=[z|(cosa,+isena,) e z,=|z,|(cosa,+isena,)
niameros complexos na forma trigonomeétrica.

ez_na forma - ~ ; : i 5
555 » Multiplicacao de numeros complexos na forma trigonometrica

trigonométrica é o
5 Calculando o produto z.-z,, temos:

nimero complexo
cujo modulo é igual = , :
a0 produto dos z,-z,=z|(cosa, +isena,)-|z,|(cosa, +isena,)

médulosde z ez, e (casu1cn5u2+icnsujsenu2+i senﬂ1cnsu2+izsenu15enm2)

o0 argumento é igual a

soma dos z -z =lzl|lz [cnsm1c05u2—senulsenu2+i[cnscz1senm2 +senaicﬂsuz)]
argumentos dez ez,

F [EDS[E&1+EEJ+ESEH(“1+HE}]
0 quociente entre

dois nimeros Para n nimeros complexos:

CDITIFI'.EKDE Z_I e 22 na

forma trigonométrica Z,2,Z,....2,=[2|z,|z,)..- ]z, |[cos(o, + o, + 0, +...+ 0 )+ isen(o, + o, + 0, +... 40 ]
€ 0 nimero complexo

cujo modulo é igual » Divisdo de numeros complexos na forma trigonomeétrica

ao quociente dos

: z : :
médulosdez ez, e o Calculamos o quociente —, com z,#0, da seguinte maneira:
1 2'

= " oy 2
argumento é igual a

diferenca, na ordem ridéaaa’gividade ?1 da p%gina_ P |3 |
;s é proposta a verificacao LAl . : _
dada, dos dessa igualdade. - _|z | [GDS(“i LIE)+ISEI'I(D'.1 ‘12)]
2

argumentos de 21 e Iz. 2
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/Ativi::ladez resnluidas\

_ 1
R19. Dados os numeros complexos z,=E(cﬂ53+|seng] e zg=2(cns%+|sen?ﬂ], calcule:

yd
a) 212 b) EoE, c) -1
EE
Resolucao

or . 21
z _z -2, =6-6] cos| —+— +isen 36| cos—+isen—
” [ (3 3) { ] [ 3 3]

b) 21'22=E~2[Gns(§ T;E]Hsen(“ s JE[E:JE%-HEEﬁ%J- 12{:05;+isen3)

6

z, b6 n 1ix) . n 1in 3 ) . 3n I T
c) —=—|cos| ——— |+isen| ———1|=3icos| —— +isen| —— | |= 3| cos—+isen—
zZ; < 3 6 3 6 2 2 2 2

Note que os angulos de T e ™ sdo céngruos, respectivamente,

E

6 2
aos an ulnﬁdeﬁne 3n DiEE—E+2EE 3“—“ P
® 5 2" b B A i

3n 3n
R20. Determine o inverso multiplicativo z=' do niimero complexo z= E{CDE?-HEEH—]

2
Resolucao
Como 1=1(cos0+isen0), determinamos o inverso multiplicativo de z da seguinte manei-
ra:

e 1(cosO+isen0) 1 cosl 03 Veisenf 0= 3 Mo M cosl - 3™ )uisenf 3%}
Tz ( 3n 3=.-:J 2 2 2 )1 2 -3 2
2] cos—+isen

-1 1( | ﬂ:)
= Z =—|C05—+I15en —
2 2 2

L
o
o
ﬂtIU!dEdES \ Anote as respostas no caderno

59. Dados os numeros complexos z,Z,ez, taisque = B3. Dadoonumero complexo z= 4{305245a+i Sengdﬂﬂ),
z,=4(cos 80°+isen80°), z,=6(cos 45°+isen 45°) e determine z7. 7= %{mszquﬂﬂ sen240°)
z,=3(cos 150°+isen 150°), calcule: HOGRORRS NO

final do livro. - B4. Observe a representacao de um relégio em um
z Z |
a) Z,:2, c) L e) —— plano complexo.
Zy 2374
z |
b) z.-2, d) -2 | I

1 q
60. Determine os complexos z, e z, na forma trigono-

métrica, sabendo que z,-z,=48(cos 150°+isen150°)
z,=12(cos 70°+isen70°);
z,=4(cos80°+isen80°)

2! E=1{:::xt::5 10°+isen 10°).
zZ O

Acervo da editora

61. Considerando os numeros complexos
Z. =}z1 : +isen na1) ez,=|z,|(cos a,+isena,),

com z,#0, mostre que e verdadeira a igualda-

s Jz_l | Resposta nasé e 4 , — -
A A 11[%5 i )+|sen(c¢1—u2]]. Danrzn;a:;naa onsi eranr O gue o cnmpnmen'n o ponteiro
Z, g| gmfasﬁml das horas e 6 cm, determine o numero comple-
2 e | xo z,, na forma trigonométrica, cuja representa-
62. Escreva o complexo 3=[1\r(5‘35 +isen J} na cdo geométrica corresponde ao ponto extremo
forma algébrica. z==-27 a do ponteiro das horas. z, =6(cos330° +isen330°)
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B65. Desde o processo de geracao da energia elétrica até o momento em que ela é
utilizada, diversos calculos matematicos fazem-se necessarios.

Dentre os elementos envolvidos nesse processo, podemos destacar a corrente
elétrica (fluxo de eletrons que passa por um fio, medido em ampere) e a tensao
(energia potencial por unidade de carga elétrica, medida em volt), que podem as-
sumir valores continuos ou alternados. No caso da corrente elétrica, por exemplo,
ela e chamada continua quando os elétrons se movimentam em um unico sentido,
e alternada quando estes alternam o sentido do movimento constantemente, fazen-
do os valores da corrente oscilarem entre um valor maximo e um minimo.

Mo sistema de transmissao, por serem alternadas, a tensao e a corrente podem
ser representadas por sinais senoidais com os valores instantaneos da tensao (v)
e da corrente (i), dados por v(t)=V-sen(w-t+a,) e i(t)=1-sen(w-t+p,), ou seja,
senoides dependentes do tempo {, em segundos, com amplitudes V e [, respec-
tivamente, também chamadas de valores de pico. A frequéncia angular w repre-
senta a velocidade de oscilagao da senoide, que pode ser dada em graus por
segundo. Os valores de o, e B, representam a fase inicial da funcao.

Essas expressoes matematicas para tensoOes e correntes elétricas nao permitem
meétodos praticos para a analise de circuitos elétricos, pois ndo sao faceis de
serem algebricamente operadas. Na pratica, para facilitar as operacdes algébricas,
costuma-se utilizar um vetor radial girante denominado fasor, o qual, em cada
instante, representa um ponto da senoide, possuindo, assim, a mesma frequéncia.

O maédulo do fasor corresponde a amplitude de oscilacado da senoide.

A N R

‘Usina hidrelétrica: a queda da
agua gira as turbinas .
(eletroimas) e, devido a
inducao eletromagneética,
gera uma tensao alternada em
bobinas ao seu redor.

Fotamontagem de Kendra
Detflm Martins/Pulsar

RubioTarmads pela imagem

f

Construida ap6s um acordo entre g st b il e
o Brasil e o Paraguai, a usina

£l ' LW & __L_"Jr"-'f:':' y
hidrelétrica Itaipu Binacional é 5 '1" "" :"_'._'_""H

uma das maiores geradoras de g " S iRt

energia do mundo. Na fotografia
podemos observar o vertedouro

dessa usina, em 2009. : - - ’

164 < % o - -y <




Como séao vetores de modulo constante, os fasores
podem ser representados por numeros complexos
na forma trigonomeétrica, o que facilita as operacoes
algébricas dos sinais senoidais. Em relacao a ten-
sao alternada no instante inicial (t = 0), por exemplo,
temos o fasor v= U’-(cns Oy + | senncn]‘

o, o, 907 180°Y

Acervo da editora

Note gue o simbolo da corrente elétrica @ i. Assim, em estudos relacionados a corrente
elétrica nos quais sao necessarios calculos envolvendo niumeros complexos, a unidade

imaginaria é representada por j.

De acordo com as informacdes apresentadas e considerando um circuito de
transmissao de tensao e corrente alternadas, em que os valores instantédneos
dessas duas grandezas s@o dados pelas senoides v(t)=220-sen(100-t+30°) e
i(t)=10-sen(100-t+60°), resolva as questoes.

a) Represente, para o instante inicial, o fasor correspondente a cada senoide na
forma complexa trigonometrica. v=220(cos 30°+ jsen 30°); i=10(cos60° + jsen 60°)

b) Represente, para o instante inicial, o fasor correspondente a cada senoide na
forma complexa algébrica. v=110J3 +110j; i=5+5V3j

c ) Poténcia (P) é definida como a taxa com que a energia é transferida da bate-
ria para algum componente e € dada pelo produto da tensao pela corrente
(P=i-v). Com as representacdes de tenséo e corrente obtidas nos itens a e
b, obtenha a representacdo complexa nas formas trigonomeétrica e algébrica
para a poténcia elétrica, medida em watt. P=2 200(cos 90° + jsen90°); P =2 200

d) Junte-se a um colega e pesquisem informacdes sobre meios de geracao de
energia limpa, como a solar e a eodlica. Em
seguida, apresentem os resultados obti-

cdos a turma. Resposta pessoal. ‘ "' ’

pe L )
Subestacdo elevadora: a Linhas de transmissao: as linhas transmitem
tensao alternada altas tensdes e baixas correntes, evitando
proporciona a utilizacao de assim a perda de energia por Efeito Joule
transformadores que (aguecimento dos fios). No Brasil, as
aumentam a tensado para oscilacoes tém frequéncia padrdo de 60 Hz.
milhares de volts a fim de

que a energia seja
transmitida.

Transformador: nas ruas existem
transformadores que novamente abaixam
a tensao para os valores de consumo.

--------------------------------------------------

Subestacao abaixadora: em
toda cidade existe pelo
menos uma estacao que
abaixa a tensao

para ser distribuida.
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A poténcia de ordem
rn de um ndmero
complexo z na forma
trigonométrica é o
nimero complexo
cujo modulo é igual
ao modulo de z
elevado a n e cujo
argumento é igual ao
argumento de z
multiplicado por n.

Potenciacao
Vamos realizar o calculo da poténcia de numeros complexos na forma trigono-
@ - " L4 " n

métrica, isto &, calcular z"=[[z|(cosa+isena)|, com neN.

Sabemos que z"=z-z-z-...-z, ou seja, uma multiplicacdo de numeros complexos
iguais. Portanto: s

z"=lZ||Zl|z]...|z]|cos(a+ o+ o +...+a)+isen(o+ o +a+...+ )]

nveles

nvares ﬁUéIE'E
7" = |z|" [cos(na)+isen(na)]

Essa igualdade € conhecida como férmula de De Moivre, e também é valida
para todo ne/Z.

/Atiuidades resolvidas \

. X T
R21. Determine z°+z°+z'?, sendo z=cusg+lseng.

Resolucao

Utilizando a formula de De Moivre, calculamos z°

Logo:
a zﬁz[za]z =i*==1

Desse modo: z°+z°+z% =i—-1+1=i

166

z° =1 [cns(B-EJHsen(E-%}]: {:usg-z-i Eeng =i

0 1

Note que:

|2| =-J['3'5£%+5Eﬂ£§ =+1=1

o 2 :[zﬁ]E =[—‘I]2=1

/Numeros complexos e geometria

Uma das relacdes entre numeros complexos e geometria & a rotacdao de um pon-
to em torno da origem do sistema de coordenadas.

Considerando, por exemplo, os nimeros complexos z =3(cos30°+isen30°) e
z,=c0s90°+isen90° e calculando z,-z,, temos:

2,-2,=|3(cos30°+i sen30°) |-(cos 90° +i sen90°)
2,-2,=3-1]cos(30°+90°) +i sen(30°+90°) ]
z,-z,=3(cos120°+isen120°)

Note que o numero complexo z,-z, possui modulo igual ao de z,, pois |zﬂ|=1.

Como o argumento de z,-z, € a soma dos argumentos de z, e z,, a representacao
geométrica de z,-z, € igual a de z, rotacionada 90° no sentido anti-horario.

Acervao daeditora

2y

Se um ponto P representa um numero complexo z, no plano de Argand-Gauss,
para rotacionarmos P em o graus em torno da origem, em sentido anti-horario,
multiplicamos z, pelo nimero complexo z,=coso.+isenc.
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R22. Dado o AABC de vértices A(2 1), B(1,2) e C(3,4), determine as co-
ordenadas dos vertices do AA'B'C’, obtido pela rotacao do AABC
em 270°, em torno da origem, no sentido anti-horario.

Acervo da editora

Resolucao

No plano de Argand-Gauss, os pontos A, B e C sao corresponden-
tes aos numeros complexos z, =2+, Z,=1+2i e z,=3+4I, respectiva-

mente. Obtemos as coordenadas de A’, B’ e C' da seguinte maneira: _2+
« A'=2,-(cos270°+isen270°) = (2+i)(-i)=-2i-i*=1-2i > A’(1,-2) -3
~ : .

2y

¥ ; o " o) " —r __-_ -2_ _- 1 e
s B=2z, (pns??l} ‘+|seni?ﬂ )=(1+2i)(-i)=-i-2i=2-i>B(2 -1

- C'=2,-(c0s270°+isen270°) = (3 +4i)(-i)=-3i-4i’=4-3i>C(4, - 3)
— . T

n
<
5
s
=
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o
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AtIUIdEdEE \ e Anote as respostas no caderno

bb. Em cada item, determine a forma trigonometrica = /4. Nas paginas 144 e 145 estudamos como o artis-

1111

das poténcias do complexo z=2(cos 35°+isen 35°). ta Luiz Sacilotto utilizava em  Imj
a) z°7*=32(cos175°+i sen175°) algumas de suas obras pa- o
b) z® z* =256 (cos 280° +i sen280°) | drdes visuais com rotagdgo  °
- de figuras. Veja ao lado a 2]
c) 2_3 z—;=1ﬁ{cc}s1iﬂ"‘+i sen140°) g representacao de uma figu- |
‘ | ra da obra apresentada nes- 0
d) (%)’ (°)' = 4 096(cos 60° +i sen60°) | sas paginas, no plano de

= Argand-Gauss.
67. Sabendo que z=-1++/3i, calcule z%, 2" e 79", &

expresse o0s resultados nas formas trigonométri-
ca e algébrica. Resposta no final do livro.

Considere a multiplicacao dos numeros comple-
X0s correspondentes aos pontos que compoem
. essa figura por z=cosn+isenrt. Em qual alter-
f nativa a figura corresponde a representacao dos

<E|8/ Desafio ® - | numeros complexos obtidos nessa operagao? c

: : 2 : Im Img
Determine todos os valores inteiros de n, de modo a) d) L
0

g I3 3. . et 7
que o numero complexo w= T+§| seja: )

a) real S={neZ|n=6k keZ} _at

b) imaginario puroS={neZ|n=6k+3 keZ} _at-

69. Escreva na forma algébrica e represente no plano b) } ki
= e

de Argand-Gauss o0 numero complexo

I
f<%

I
£

|
Ma
11
- |
s
eal

24
1 A omn Resposta no
W=|:1.%(E[CDSE+ESEH E):l " final do livro.

Nustragbes:

Acervo daeditora

70. Escreva na forma w=a+bi, com a e b reais, o

109 .
8 : B T S =
numero CDFE"IFJ]EK‘D W=| —+4—I L W=—t—] :
= 9 2 2 | c)

1. Determine as coordenadas do ponto P, obtido ao
se rotacionar o ponto P(4v2,4+2) em torno da |
origem, em um angulo de 225° no sentido: j
a) anti-horario P(0,-8) b) horario P(-8,0)

Os nimeros complexos 167
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Medalhas para premiacao
dos alunos vencedores da
B2 Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas
Publicas (DBMEP), em 2012.



N

Vocé ja ouviu falar da Olimpiada Brasileira de Matematica
das Escolas Publicas (OBMEP)? Realizada pela primeira vez em
2005, a OBMEP e voltada para alunos de escolas publicas e tem,
entre outros objetivos, o de estimular o interesse pela Matemati-
ca, tomar decisdoes em prol da Educacao Basica e descobrir novos
talentos na area. Atualmente, participam da OBMEP alunos desde
o 62 ano do Ensino Fundamental ate o 32 ano do Ensino Medio.

Na historia tambem ha registros de competicoes que envol-
viam desafios matematicos. Um dos casos mais conhecidos
ocorreu durante o seculo XV| entre os matematicos italianos
Tartaglia e Fior e se tratava de resolugcao de equacoes cubicas.
A disputa consistiu em resolver trinta questdoes propostas pelo
adversario durante um tempo predeterminado. Na epoca, Fior
sabia resolver apenas equacdes cubicas do tipo x* + mx = n (com
m e n positivos), enquanto Tartaglia, alem das desse tipo, sabia
resolver outras. Por este motivo Tartaglia venceu a competicao.

Outro personagem importante nessa historia e o tambem italia-
no Girolamo Cardano, medico e professor de matematica. Atraido
pelo sucesso de Tartaglia na competicao, Cardano entrou em con-
tato com ele e, com a condicao de manter segredo, convenceu
Tartaglia a lhe confidenciar o método da resolucao das equacoes
cubicas que utilizou. Porem, em 1545, Cardano publicou um im-
portante tratado algébrico — Ars Magna — contendo a solucao que
Ihe havia sido confiada, sem creditar a descoberta ao seu verda-
deiro autor. Na mesma publicacao, foi apresentada a solucao da
equacao quartica, atribuida a Ludovico Ferrari (1522-1565), disci-
pulo de Cardano.

Fontes de pesquisa: BOYER, Car Benjamin. Histdona da matematica.
Traducdo Elza F. Gomide. Sao Paulo: Edgard Bliicher, 1974.

EVES, Howard. Introducao a histaria da matematica. Tradugio Hygino H. Domingues.
Campinas: Ed. da Unicamp. 2004.

Licular
amedia

Rabert Cooper. 5&c. XI¥, Gravura. Colegdo
particular. Foto: Wellcome Images CC/Diomedia

Philip Galle, Gravura, 16082, Colecdo parti
Foto:Wellcome lmages CC/D

Miccolo Tartaglia Girolamo Cardano
(c. 1500-1557) (1501-1576)

| W Bt B g i B T - = 4 = i ey
L 3 Oriente os alunos a escreverem as respostas no caderno

—

- Voceé ja participou de aiguma olimpiada de Matédr'natir:a? Con-
‘ te aos colegas como foi esta experiéncia.

nesposia pessodl
O gue vocé achou da atitude de Cardano em publicar como
sua a descoberta de outro matematico?

| L e S
- ot :
nEesposia pessod

Veja mais informacoes sobre
Lardano e lartaglia nos sites: Escreva EKEI’T‘I{HDS de EE}UEI_Q@E‘S ':;L:IDiCE’.lS. |
<http://tub.im/tbsy45> - Sl

« <http://tub.im/idzvhn>

AlgQUumas possivels resposias; X" =UuU,; X J=a, X +IaX=—14

(acesso em: 4 abr. 2016)
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A funcao d(t)=k-t? é similar
a gue foi proposta pelo
fisico e matematico Galileu
Galilei (1564-1642) durante
seus estudos sobre o
movimento dos corpos. Ha
uma famosa histdria sobre
as experiéncias de Galileu
na qual ele demonstra que
a velocidade de um corpo
em queda livre nao
depende da sua massa.
Segundo consta, ele subiu
ate o alto da torre de Pisa
e, de la, lancou dois corpos
esféricos de volumes e
massas diferentes: uma
bala de canhao (com maior
massa) e uma bala de
mosquete (com menor
massa). Esse experimento
surpreendeu os
academicos da epoca, gue
acreditavam na ideia de
Aristoteles de gue um
objeto com maior massa
cai com maior velocidade e,
consequentemente, chega
primeiro ao solo.
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/ - - Ao final do estudo deste capitulo podem ser trabalhados o0 exemplo e as
PD l-l nomios atividades das paginas 210 e 211 da secaoc Acessando tecnologias.
Estudamos em capitulos anteriores diversas situacoes, as quais podiam ser re-
presentadas por funcoes polinomiais, principalmente de 12 e 22 graus. Um exemplo

é a funcao d(t):k-tz, gue indica a distancia d percorrida por um corpo em queda
livre, sendo k uma constante nao nula e t o tempo de queda.

Distancia §
percorrida dit)=k-t2

o

0 Tempo

Neste capitulo, estudaremos as funcdes polinomiais mais detalhadamente, assim
como aquelas de graus maiores que dois. Para isso, inicialmente, definiremos fun-
cao polinomial.

Sejama,a,a, .. a ,a , a  ea pertencentesa C, neN, e x

uma variavel complexa.

Denominamos funcao polinomial ou polinémio na variavel x a
funcdo p de C em C, definida por:

p(x)=ax"+a,_x""+a _x""+a, _x""+. .. +ax’+ax+a,

“a,a,a,..,a , a ,a . ea sao denominados coeficientes;

=3" =2 " n=

» cada parcela a x", a_x"", a_x"% a x"° .., ax% ax, a, éum
termo, sendo a, o termo independente da variavel.

Polinomios de um termo sao chamados monomios; de
dois termos, binémios: e de trés termos, trinémios.

Exemplos
Polindmios:

o p{x)=x5+2x3m%f+ﬂx-ﬂ, com a_=1, a,=0, a,=2, ag=—%, a,=3,a,=-8

» m(x)=2x*-5x+1, trinbmio com a,=2, a,=-5, a,=1
= n(x)=9x°, monémio com a, =9, a,=a,=a,=a,=a,=a,=0
Nao polinomios:

» f(x)=x"*+3x-4, pois possui um expoente negativo
2
* g(x)=—2x>-5x*+10, pois possui um expoente fracionario

Quando todos os coeficientes de um polindmio sdo iguais a zero, ou seja,
a-=a .=a ,=-a ,=..=a,=a,=a,=0, o polinomio € denominado identicamente nulo
ou simplesmente nulo. Indicamos o polinémio p{x) identicamente nulo por p(:ﬂ:)sﬂ
(I&-se: p(x) é idéntico a 0). Nesse caso, p(x)=0, para todo x.



Definimos o grau de um polindmio nao nulo como o maior expoente da variavel
dentre os termos de coeficientes nao nulos.

W A a n n-1 2
No polindomio p(x]:anx +a_ X +...+ax +ax+a, com a #0, temos que o grau
do polindmio é n, indicado por gr(p):n. Dizemos ainda que, nesse caso, a_ € o coe-
ficiente dominante de p(x).

Exemplos

* p(x)=2x"-x°+x*-5x+7, polinémio de grau 7 e coeficiente dominante 2
s m(x)= —%x” +x'? —6x* —3x’ + x, polinémio de grau 11 e coeficiente domi-

2
nante ——
D

Podemos determinar também o valor numérico de um polinédmio. Dado um poliné-
mio p(x) e o nimero complexo o, o valor numérico de p(x) para x=o, representado
por p(m), & o numero obtido substituindo x por o e realizando os calculos indicados.

e n n—1 -2 n—3 2
p(a)=a0"+a,_o"'+a 0" +a 0" +...+a,0°+a0+a,

Quando o valor numérico de um polinédmio p(x) é igual a zero, ou seja, para Xx=u
temos p[n:}:l}, dizemos que o é uma raiz do polinémio.

Exemplo

Calculando o valor numérico do polinémio p(x]:ExHx“—Ef—x para alguns va-
lores de x, temos:

* para X=-2
p(-2)=2(-2)’+(-2)"-2(-2)"~(-2)=-64+16-8+2=—-54
* para Xx=3
p(3)=2.3°+3*-2.3°-3=486+81-18-3=546

= para K——l
2
5 4 2
p(-l):ﬂ{_l) +(_1) _E[_l] _(_1J=-i+i_l+l=ﬂ
2 2 2 2 2 16 16 2 2

p(1)=2-F+1-2.£-1=2+1-2-1=0

* para x=1

Como p{_%):D 2] p(1}=l], temos que —% e 1 sdo raizes do polindmio

p(x)=2x"+x"*-2x*—x.

Dizemos que dois polindmios p(x) e g(x) sdo polinémios idénticos se, e somente
se, todos os coeficientes de p[x] sao iguais aos respectivos coeficientes de q(x].

Se dois polindmios p(x] e q[x] sao idénticos, sao indicados por

F(H)E q{x:]; caso nao sejam idénticos, sado indicados por p(x];éq[x).

Exemplo

Considerando os polinémios p{x):—x5+%x“-5x3+3f+x—4 e

g(x)=ax’+bx"+cx*+dx’+ex+f, teremos p(x)=q(x) se, e somente se, a=-1, b:%,

c=-5,d=3, e=1e f=-4.

Nao definimos o grau e
o coeficiente dominante
de um polindmio
identicamente nulo,
pois seus coeficientes
sd0 iguais a zero.

o
=]
e
-
=
&
o

Qual dos itens a seguir
corresponde a outra
raiz do polindmio

p(x]=2}¢5+x“—1}{2—x?b
alx=-1

b)x=0

c)x=2

Os polinémios e as equacoes polinomiais m7m
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/Atiuiclades resolvidas \

R1. Para quais valores de a e b o polinémio p(x)= (az - 9] x* +(2b + 1) x* é identicamente nulo?

Resolucao
Para p(x)=0, temos:
*» a°-9=0=2a’=9=a=3 oua=-3 . 2b+1=0=:-2b=—1:ﬁb=—%

Portanto, o polinémio p(x) sera nulo paraa=3,o0ua=-3, e b=—%.

RZ. Determine os nimeros reais a e b, sabendo que os polindbmios p(x)=5x"+(a+b)x* +x+1

e g(x)=5x"®+ 3x"* +% X +1 sdo idénticos.

Resolucao
Como p(x)=q(x), comparamos esses polindmios termo a termo:
a+b=3
1_|;~;. = a=-2eb=>5
5

R3. Verifique quais dos valores a seguir sdo raizes do polindmio p(x]: X' +2x%-3x*-4x+4.
a) =2 b) —1 " i

Resolucao

Calculando os valores numeéricos do polindmio, temos:

a) p(-2)=(-2)" +2(-2) -3(-2) -4(-2)+4=16-16-12+8+4=0
Como p(-2)=0, entdo —2 ¢ raiz de p(x).

b) p(-1)=(-1) +2(-1) -3(-1) -4(-1)+4=1-2-3+4+4=4
Como p(-1)0, entdo —1 ndo é raiz de p(x).

c) p{1]=1“+2-13-3-12—4-1+4=1+2—3-—4+4=D
Como p(1)=0, entdo 1 é raiz de p(x).

Portanto, entre os valores apresentados, -2 e 1 sao raizes de p(x).

R4. Determine a lei da funcao f, sabendo que ela & polinomial de grau 3.
17

Ma

=¥
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Resolucao

Como f & do tipo polinomial de grau 3, temos que sua lei de formacdo é da forma
f(x)=ax®+bx*+cx+d. Para determinar os coeficientes de f, basta resolver o sistema:

f(—ﬂ:D a-[—1)3+h*[—1)2+c-[—‘l]+d=ﬂ —a+b-c+d=0

f(0)=4 a-0°+b-0°+c-0+d=4 4d=4

< = =% =

f(1)=0 a-*+b-P+c-14d=0 a+b+c+d=0

f(2)=0 |a-2°+b-2°+c-2+d=0 B+ D+ 20+ =U
Termine a resolugao do sistema junto com

—=a=2,b=-4c=-2ed=4 os alunos. Verifigue se eles perceberam,
por ex§mpin. que ao adicionar a 12 ¢ a 3#®

Portanto, f(x) 2" - 4x" ~2x+4. s e a4



Anote as respostas no caderno.
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1. Classifique cada expressao em polindmio ou nao

polinémio.
a) p(x):%x“ —3X polinémio
b) q(x):%-ﬂx‘?-? polinémio
) g(x)= 31%31—% nao polindmio
d) h( )=5}("'+31 —5 nao polinémio
e) m(x):—@x*-?x“+§x—1 polinémio

f) n(x)=4vx+3x+2 nao polinémio

2. Determine o grau de cada polindmio.

a) p(x)=x2-5x>+3x i) g€) g(x)=5x"-x gr%;}i?

b) q(x)=x2-3x% -2 gr(q)=9.d) h(x)=5 gr(h)=0

3. Quais dos itens a seguir correspondem as raizes do

polinémio p(x)=x°+3x°—11x" —15x°+ 46x” — 24x?

a) =3 c)O e) 4 o é}g—h
b) 5 d) 6 i h) 2

4. Calcule o valor de m, sabendo que o polindmio

a(x):{mﬂ—%-ﬂ]xa—(mz-g)x—

e, em seguida, escreva o polindmio a(x).
m=3; a(x)=-5

5. Determine o valor de m e de n para que o poli-

ndémio h(x)=(m?-16)x*~(3m+n)x* seja identica-
mente nulo. m=4 e n=-12 ou m=-4 e n=12

6. Qual é o valor de m no trindmio de grau 5
p(x)=2x"+(3m-6)x*+3x~2? m=2

7. Sabendo que o polindmio p(x)=(3m*-27)x* - 5x* -2

tem grau 3, quais os possiveis valores reais de m?

m=3 ou M==3

8. Escreva, em funcao dos valores de m, o grau do

polinémio p(x [rn 36]:-: +(m=-6)x*+x°-1.

Resposta no flnal do livro.
8. O grafico a seguir representa o polindmio

g(x]:af_gf_,_m_c_ Quais sao os valores de

i, b e E? a=1; b:_%; c==1

i

|
|
-4 |
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10. Determine o polinémio p(x) e suas raizes, saben-

do que gr(p)=2, p(3)=7, p(-1)=-9 e p(0)=-8.

p(xj=xz+2x—8; raizes: 2 e =4

(m+2) tem grau 0

11. Determine o grau de um polindOmio

p(x)=a x"+a_x""+...+ax+a,, sabendo que':i |
grip)=8
= 0s coeficientesa,a_, ..., a, € a, formam, nessa

ordem, uma PA;
= o coeficiente dominante de p(x) é igual a 1;
* p(0)=25e p(1)=117.

12. As raizes do polindmio p(x)=x*+bx®+cx*+dx+64

sao a,, a,, a, e 8, e formam, nessa ordem, uma
progressao geometrica de razao 2 em que todos
0s termos sao positivos.

.
a) Calcule os valores de a,, a, € a,. 8:=4

b) Determine os valores de b, ¢ e d. b=-15; c=70;

c) Escreva o polinémio p(x) d=-120

p(x)=x"-15x"+70x"-120x + 64
13. Dado C{x]=-2x2+hx+8, determine os valores de
a e b sabendo que C(a)=3b e C(a-3)=-6.
a=1 b=3

14. Os polindémios p(x)=(a-3)x*+(e+a)x-18 e

q(x)=(f-2c)x* -{%—f)x%?cx—zeﬂﬁ sao idén-

ticos e (a,b,c,d e) é uma PA de razao r.
a) Qual é o valor da razdo r da PA?r=3

b) Calcule o valorde a, b, c,d, eef
a=3; b=6; c=9; d=12; e=15; =18

c) Escreva os polindmios p(x] e g(x).
p(x)=18x-18; g(x)=18x-18

15. O polinémio q(x)=(a”-5a+6) x*+(ab*-27) x*~2ax*-3
tem grau 2, em que aeZ e beZ. Qual & o valor
do coeficiente dominante desse polinbmio? -6

‘: W E

No Brasil, em razao da grande procura pelo
etanol, e das novas tecnclogias referentes a
geracaoc de energia eletrica por meio da queima
do bagaco, a cana-de-acucar tem sido produzi-
da a cada ano em maior escala.

Assim como a producao, a area plantada de
cana-de-acucar também variou de 2004 a 2014,
sendo que essa variacao pode ser modelada
pela fungdo polinomial a(t)=0,0027t*'-0,0711t"+
+0,5909t* —1,1644t +6,2772, em que t &€ o tempo,
em anos, a partir do ano 2004 (2004 —t=1), e
a € a area plantada, em milhoées de hectares. Os
valores obtidos por meio da fungao sao aproxi-
macoes dos valores reais.

Fonte de pesquisa: <www.sidra.ibge.gov.br/bda/tabela/
listabl.asp?c=1612&n=08u=0&z=t8&0=1&i=F>_ Acesso em: 15 mar. 2016.

a) Qual é o grau da fungéo polinomial a(t)? Qual

e 0 valor de seu coeficiente do 'r}ante?
: - ., ar(a)=4: 00027
b) Determine a variacao da areanEIantada de
cana-de-acucar de 2004 a 2014.

aproximadamente 4,23 milhoes de hectares
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/Operacoes com polindmios

Adicao, subtracao e multiplicacao

Na adicao e na
subtracao de
polindbmios,
reduzimos

os termos
semelhantes.

ram

Na multiplicacao de
um polindmio por
uma constante,
multiplicamos cada
termo do polindmio
por essa constante,
ou seja, aplicamos a
propriedade
distributiva da
multiplicacao em
relacao a adicao.

Na multiplicacao de
polinémios, aplicamos
a propriedade
distributiva da
multiplicacao em
relacao a adicao.
No exemplo, note que
o grau do polindmio
p{x)q{x] e igual a
5= 2 + 3, ou seja,

grfp) rla)

gr(p-a)=gr(p)+gr(a).

As operacoes de adicao, subtracdo e multiplicacdo envolvendo polindmios ja fo-

estudadas no Ensino Fundamental. Assim, essas operac0es apenas serao re-

tomadas por meio de alguns exemplos.

Exemplos
¢ Se p(x)=5x"-2x°+3x"—x* +6x°-7x*+8x -4 e q(x)=x"-4x"+x" +2x* - x+5, entédo:

p(x)+q(x)=5x"=2x°+3x° = x* +6x° = 7x* +8x -4+ x° = 4x°+ X" +2x° - x+5=
p(x) ax)

=5x" +(=2+1)x°+(3-4)x° +(-1+1)x* +(6+2)x* = 7x* +(8—1) x+(—4+5)=

= Bx =% =P+ 8 = TxX®+Tx+1

* Se p(x)=2x"+x"-3x+4x*+5x-1 e g(x)=3x"+5x"-x*+5x+9, entdo:

p(x)=a(x)=2x"+x"~3x"+4x" + 5x—1—(3x* +5x° - x2 +5x + 9):
p(x) ‘ a0 ‘

=2x"+(1-3)x" +(-3-5)x" +[4 - (-1)]x*+(5-5)x +(-1-9)=

= 2x°-2x*—Bx"+5x*-10

= Se p(x)=x5-3x4+2x3—%f+x+3, entao:

-3-p(x)=-3: 15—3x4+2x3—1f+x+3 = —3x5+ﬂx‘—6x3+§x2—3x—9
4 4

» Se p(x)=x>-6x+4 e q(x)=x*+4x+2, entdo:
P(x)-q(x)=(x*—6x+4)-(x*+4x+2)=
=X+ 4" +2x° —6x* —24x° -12x+ 4x* +16x+8 =

X" —6x*+8x°-22x° +4x+8

/ Atividades resolvidas
RS. Dados os polinémios p(x)=2x’+x”-3x+1e q(x)=x"+2x"*-x*+3x’+4, calcule p(x)-q(x).

Resolucao PO s 3 ; :
; g ’ —IaX
Podemos simplificar o calculo g(x)
de p{x)-q[x) utilizando o X3 2x° X" -3x° vﬂ,f
g i o~
: | = --.:l-__." BT .-"..I""\-\.+—"-.I.
esquema ao lado: Iy A MEIE —ox* | ox!
AT} = &3 z ,s*"if!'j'
—x3 -2x° - & ] %
g t),/ 4"""5“1-*; ___,'&_T 2
I Bx JBK —Ox ﬂvﬂﬂx
e O e O,
Ox Ox Ox —0x f,D:n:
F o g F o
A=Y {(+)
4 8x* 4x* -12x 4
Portanto:
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p(x)-q(x)=2x°+5x" —3x° +8x* - 2x°* + 7x* - 12x +4
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R6. Escreva o polinémio v(x) que representa o
volume do soélido ao lado.

Acervo da editora

Resolucao

O volume do sélido é obtido calculando o |
produto entre a area da base e a altura, as- 2x2 + 2
sim temos:

area da base: (x®+6x” + x + 3)(x* - 2x® + 6x%) + (2x* + x)(2x* + 2x)

3+ 4X2 — X+ 3

DX

altura: 3x*
v(x)= ((::3 +6X° +x+8)(x* =2 +6x%) + (2x* +x) (2x" + Ex)) 3%
v(x):(f +4x° - 5x” + 37x* +18x® + 4x* + 6x° +2f)-3x"”
v(x)=(x"+4x° - 5x° + 4 1x* + 6x° + 20x° - 3x°
v(x)=3x?+12x* —15x’ + 123x° + 18x° + 60x*

/ ﬂtiUIdadES \g Anote as respostas no caderno.

17. Dados os polindmios f(x)=5x"+3x*-2x—-1 e g(x)=2x"+4x+3, calcule:
a) f+g(f+g)(x)=5x"+2x*+3x" +2x+2 b) g—f(g-f)(x)=-5x"+2x*-3x*+6x+4 ) f-g

(f-g)(x)=10x"+26x" +1 1" +10x” +x* =10x -3

18. Sabendo que os polindmios m, n e p tém respectivamente graus 3, 5 e 7, determine o grau do polinémio
g, sendo:

a) g=p+nar(q)=7 b) g=p-mgr(q)=7 c) g=m-n gr(q)=8 d) g=(m+n)-p e) g=(p-m)-n

gr(g)=12 gr(q)=10
<1E/ Desafio © *

Dados os polinémios p(x)=(2a-6)x—2a+1e g(x)=3ax+a+6, para quais valores de a o polinémio p-q tera

grau 17 Escreva os possiveis polindmios p-q de grau 1, de acordo com os valores de a.
a=3 ou a=0; para a=3, temos: (p-g)(x)=-45x-45; para a=0, temos: (p-q)(x)==36x+6
20. Determine os valores de a, b e ¢ em p(x)=ax’+6x+c e q(x)=4x"—(b+1)x—8, de maneira que o polinémio

P(K)+Q(x] seja identicamente nulo. a=-4; b=5; c=8

21. Considerando os polindmios p(x)=2x"+8x>+x*-4x+1 e g(x)=x"+2x"—-8x"+x*—4x+1, determine para quais
valores de x temos p(x)=q(x).0, 4 e -4 -

22. Um armazém utilizado para estocar graos pode ser decomposto em duas
partes, sendo uma com forma de paralelepipedo reto, e outra, de semici- 1,._5
lindro reto, conforme a figura, na qual as medidas sao dadas em metros.

a) Determine o polindmio v(x) que corresponde & capacidade desse

armazém, em metros cubicos. v[x}:%xﬂ%xf‘-%x*-ﬂﬁxﬂ?iﬁ x’*’+1;5x—35[}

b) Qual a capacidade de armazenagem para x=37196 m°

Para resolver esta atividade, considere t=3 e que 0s graos
podem ser estocados em todo o interior do armazém.

=5
23. A receita e a despesa de uma pequena fabrica em certo ano sao dadas, respectivamente, por

r(t]:%ta—zlt%%t e d(t]:%(t3—19t2+91t), em que t € o més (janeiro: 1, fevereiro: 2, ...), e r(t) e d(t) séo

dados em milhares de reais.

a) Escreva um polinémio I(t) para representar o lucro (ou prejuizo) da fabrica, de acordo com o més do ano.
r{ﬂ:%{tﬂ-mt%sm) T

Considere que o lucro seja a diferenca entre a receita e a despesa.

b) O que podemos afirmar em relacao aos meses em que I(t) assume valores menores que zero?
Fodemos afirmar que a fabrica teve ;ijrajuizc}. 27 3

c) No més de julho a fabrica teve lucro ou prejuizo? De quantos reais? prejuizo; R$ 2 62500

d) Em quais meses a fabrica teve prejuizo? maio, junho, julho e agosto

Os polindmios e as equacoes polinomiais 175
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24. A Agencia Nacional do Petroleo, Gas Natural e Biocombustiveis (ANP) e o orgao

regulador das atividades que integram a industria do petroleo, gas natural e
biocombustiveis no Brasil. Dentre suas funcoes, a ANP acompanha os precos
dos combustiveis por meio de uma pesquisa semanal e comunica aos 0rgaos
do Ministério da Justica possiveis indicios de infracdoes contra a ordem econo-
mica. Essa pesquisa € publicada periodicamente, ilustrando o comportamento
do mercado de combustiveis.

Na Matematica, informacoes como essas sao utilizadas com a finalidade de
elaborar tendéncias, transformando situactes do cotidiano em problemas mate-
maticos e desenvolvendo expressoes cujas solucoes podem ser utilizadas no
problema em particular ou em outras aplicactes. Esse campo de estudo faz
parte da Modelagem Matematica.

Para desenvolver um modelo matematico e necessario, em suma, familiarizar-se
com 0 tema do problema a ser abordado, organizar as informacges, descreve-las
de maneira matematica por meio de expressdes matematicas, graficos, tabelas,
entre outros, e depois resolvé-las. Ao final, verifica-se se o modelo matematico
obtido atende a todas as necessidades que o geraram. Caso iSS0 nao ocorra, e
necessario retomar o processo anterior ajustando o que for necessario.

Um exemplo de modelo polinomial

No gréafico esta representado o preco médio mensal cobrado nos postos de
combustiveis por litro de etanol no Brasil, no ano de 2015.

Preco médio cobrado ao consumidor em 2015 (etanol)

b,
%&% R$/L
gt 2,80 —
%ﬁ’aﬁ;@% 2 70 - | 2,666
. m}% . 2,631
. % 2 60 —

%% 250
2,40 -
2,304
2,20 -
2104

0=+ i ; T T I — Més

jan. fev. mar. abr. maio jun. jul. ago. set. out. nov. dez.

Fonte: <www.anp.gov.br/?pg=66510>. Acesso em: B mar. 2016.

Ao considerar a tendéncia descrita pelo gréafico de li-
nhas em 2015, podemos ajustar os dados apresenta-
dos a uma funcao polinomial.

Bombas de combustivel.

Acervo da editora



De acordo com as informacdes apresentadas, resolva as questdes.

a) Em que periodos de 2015 houve crescimento dos pregos de revenda do etanol?

i - crescimento: janeiro a fevereiro, agosto a dezembro; decrescimento:
E decrescimento® fevereiro a agosto

b) Observe o comportamento da fungao polinomial nos graficos A, B e C. Qual

dentre essas trés funcdes melhor se ajusta aos dados apresentados? Justi-

fique Funcao polinomial de grau 6 (grafico C), porgue seus valores sao 0s que mais se
" aproximam dos valores reais.

c ) No gréfico C, a funcdo polinomial ajustada aos dados apresentados é dada por:
p(x) = —0,00005562x° +0,0020347x° - 0,0289007x" +0,204774x> —0,7642x" +1388 1x +1,28
Com o auxilio de uma calculadora, determine a diferenca, em modulo, entre

o valor desse polinédmio e os dados apresentados referentes aos meses de
janeiro (x=1] e marco (x =3). aproximadamente 0,00425; aproximadamente 0,00567

d) Qual foi a porcentagem de aumento no preco do etanol no més de dezembro,
guando comparado a agosto? aproximadamente 30,3%

e) A funcéo polinomial de grau 2 é dada por q(x)=0,012x*-0,1196x+236, e a
de grau 4 por m(x)=-0,0006x"+0,0169x° —0,1593x* +0,527x +1,69. Calcule
m(x)—q(x). O que significa essa diferenca?

m(x)=-g(x)=-0,0006x"*+00169x°-0,1713x* + 0,6466x -0,67; essa diferenca significa
o quanto os valores dos polindmios estao distantes entre si para cada valor de x.

Capitulo b




Divisao
De modo geral, a divisdo de polinédmios é realizada por meio do método da cha-
ve, semelhante ao utilizado na divisao de nimeros inteiros.

Considerando os polinémios p(x) e h(x), com h(x) ndo nulo, dividir p(x) por h(x)
é determinar os polinémios q(x) e r(x) tais que:

* p(x)=h(x)-q(x)+r(x) dividendo 1 \r S
« gr(r)<gr(h) ou r(x)=0 p(x) w

r(x) alx)
sl L quocionts

O grau do quociente de uma divisao de polinémios é igual a diferenca entre o
grau do dividendo e o do divisor, ou seja, gr(qg)=gr(p)-gr(h).

Se na divisdo de p(x) por h(x) temos r(x)=0, dizemos que p(x) & divisivel por h(x).

Exemplo

Veja como podemos realizar a divisdo do polinémio p(x)=x"+2x"+x*-x+3 por
h(x)=x*+2x-1.

» Note que p[x) possui alguns termos com coeficientes iguais a zero [Dx" = D:-:E].

Note que os termos
LCIQ'D, escrevemaos.

de p[x] e h[x) sao

escritos em ordem X8 4+ 255 +0x* + %3 +0x2 = x+ 3 [x*+2x -1
decrescente segundo
as poténcias dex. « Obtemos o 1¢ termo do quociente q(x) dividindo o 1¢ termo de p(x) pelo
G
" W : —_
12 termo de h(x), ou seja, —=x"=x". Em seguida, multiplicamos h(x) por
X
Para que os alunos esse valor e escrevemos o resultado (com o sinal trocado) abaixo dos termos
g
compreendam melhor o =
proceseo da divieo de semelhantes de p(x), adicionando os termos semelhantes.

polinbmios, realize com

e e e s 42 O+ O - 3 [ 25
pelo algoritmo conhecido I, N o x*
como metodo da chave.
Na divisdo de 187 por 5, w3 +Dx2=x+3
por exemplo, temos:
187 |5 « Repetimos esse processo até que gr(r)<gr(h) ou r(x)=0.
=4 % Of ,
37 X5+ 2x5 +0x* + X3+ 0x% = x+ 3 [X"+2x -1
=98 —x*—2x°+x* x* +x*—x+3
2 4 3 2
X +xX +0xX"—x+3
—x*'=2x*+ x°
3 2
— X"+ X" —X+3
x> +2%° - x
3x7-2x+3
—3x°—6x+3
—8x+6

Note que gr(r)<gr(h), o que indica que a divisdo esta finalizada. Neste caso,
obtemos o quociente g(x)=x*+x*-x+3 e o resto r(x)=—8x+6.

Realize os calculos e verifique que:

;-'.E+2:-¢5-I:xa—x+3f=(1{1+2}c—1}-[x"+Hz—x+3)+[—ﬂx+ﬁ]

PC hix) alx) r{x)
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"JAtEuidades resnluidas\

R7. Determine o polinémio p(x) que, dividido por h(x)=x"+2x~-1, tem quociente g(x)=x+1

e resto r(x)=5.
Resolucao
Como p(x)=h(x)-q(x)+r(x), temos que:

p(x)=(x*+2x—1)-(x+1)+5=
=X+ X +2¢ +2x-x-1+5=
=p(x)=x*+3x*+x+4

Verificando pelo método da chave:

Wi+ x+4 w

-7 — PN+ X

X+

X +2x+4
—x?—2x+1
5

RB. Calcule os valores de a e b de modo que o polindmio p(x)=x’+2x*+ax+b seja divisi-

vel por h(x)=x*-x-2.

Resolucao
Aplicando o método da chave, temos:
2
x*+2x*+ax+b |[xX'—=x-2
-x3+x%+2x X+ 3

3x°+(2+a)x+b

-3x*+3x+6

(5+a)x+b+6

I‘I—_—.w,._-l'

r(x)

Para p(x) ser divisivel por h(x), temos r(x)=0, ou seja:

*» 5+a=0= a=-5

=
Z Atividades \“E

25.

26.

27.

28.

Anote as respostas no caderno.

» b+6=0= b=-6

Determine o quociente e o resto da divisao de

p(x) por h(x), sendo:

a) p(x)=4x°=2x*~10x+15; h(x)=2x-1
b) p(x)=x°-2x; quociente: 2x"-5; resto: 10

kel P
qunciente:hﬁx) L S

il quociente: x° +2x* —3x;
h(x)_:}x SX+3 resto: =10x+18

Y3 +5x° +12x+ 29; resto: 68x+29

c) p(x)=3x"-5x"+9x*-10x"* -3x* +15x° -19x+18;

29,

30.

Determine, em funcdo de x, a altura do paralele-
pipedo a seguir, sabendo que o volume é repre-

gentada pelo polindémio p(x)=12x"+16x"+4x.
X

Aoervn da editara
&
W

x4+ 1

Sabendo que p(x)=2x"-5x"+2x*~2ax—25 é divi-

sivel por q(x)=2x*+x-5, calcule o valor de a.
a=-—

31.

32

Determine o polinémio p(x), de maneira que a
divisdo de p(x) por h(x)=x*-5x+4 tenha quo-

ciente g(x)=x*+2x+9 e resto r(x)=x*+40x-35.
P(x)=x"+2¢" +4x” =5x" +3x+1

33.

Sejam dois polinémios, p(x) e h(x), em que
gr(p)=8 e gr(h)=1, sendo que p(x) néo é divisivel
por h(x). Qual é o grau do resto r(x) e do quo-
ciente g(x) da divisdo de p(x) por h(x)?

gr{r}:{]; gr{q]:? ,
Calcule os valores de m e n, de modo que a di-

visdo de p(x)=x*—mx*—nx+1 por h(x)=x"+2x+1
tenha resto r(x)=16x+8. m=5; n=-3

Os polindmios p(x)=x*-5x*-13x*+77x+8mn+4 e
g(x)=x>-13x+12 séo divisiveis pelo polindmio
h(x)=x*+3x+m. Qual é o valor de m-n?m-n=-6

A divisao do polinémio

p(x)=2x"+3x"+(3k+4) x> +42x+72 por g(x)=x*-9
tem como resto um mondmio r(x).

Determine o valor de k e o resto r(x).

k==10: r[x}:B‘Eix

O polinémio r(x)=ai, com aeR e j a unidade
imaginaria, corresponde ao resto da divisao de
p(x)=4x°-(k-5)x*+4x—-2 por h(x)=x"-2x+i.
Calcule os valores de k e a, e determine o po-
linémio r(x). k=15-2i; a=2; r(x)=2
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Maurice Quentin de La Tour. Séc. XVII. Pastel
saobre tela Museu do Louvre, Paris (Franca)

Jean-le-Rond d'Alembert
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Divisdo de polinémios por bindmios do tipo h(x)=x-3a

Estudamos que, na divisdo de polindmios, o resto deve ser nulo ou seu grau
deve ser menor que o grau do divisor. Se o divisor € do tipo h(x]: Xx—a, com aeC
e grau igual a 1, o resto é identicamente nulo ou tem grau igual a zero. Portanto,
podemos concluir que o resto da divisdo e independente da variavel x, ou seja, uma
constante r.

Assim, na divisdo de um polindmio p(x) por h(x)=x-a, temos:
p()=(x-a) afx)+r
Fazendo x=a e calculando p(a), obtemos:

r

p(a)=(a-a)-q(a)+r=p(a)
0
Esse resultado @ conhecido como Teorema do resto.

Sendo a uma constante qualquer, o resto r da divisdo de um polindmio
p(x) por x—a é igual a p(a), ou seja, r=p(a).

Exemplo

Determine o resto r da divisdo do polinémio p(x)=2x"+5x*~x*+8 por
h(x)=x+2.

Como a=-2, temos: p(-2)=2(-2)'+5(-2)’ —(-2) +8=32-40-4+8=-4.

Portanto, o resto da divisdo de p(x) por h(x) é r=-4.

0 valor de a corresponde a raiz do binomio
h{:{)zx—a. No exemplo apresentado, temos:

Xx+2=0=x=-2

Uma importante consequéncia do Teorema do resto € o Teorema de d’Alembert.
Esse teorema recebe esse nome em homenagem ao matématico francés Jean-le-
-Rond d’Alembert (1717-1783), nascido em Paris, na Franca, d’Alembert foi abando-
nado quando recém-nascido perto da igreja de Saint Jean-le-Rond. Assim como
alguns de seus contemporaneos, tinha uma vasta instrucao, enfatizada em Direito,
Medicina, Ciéncias e Matematica. Entre os estudos a que mais se dedicou esta a
tentativa de demonstrar o Teorema fundamental da algebra, que ainda sera estudado
neste capitulo. Enunciamos o Teorema de d’Alembert da seguinte maneira:

Sendo a uma constante qualquer, um polinédmio p(x] é divisivel por x-a
se, e somente se, a é raiz de p(x), ou seja, p(a)=0.

Exemplo

Verifique se o polinémio p(x)=-x"+4x"+2x*-5x*-13x+4 é divisivel por

h(x)=x-4.

Como a=4, temos:
p(4)=—4°+4.4*+2.4°~5.4_13.4+4=—1024+1024+128-80-52+4=0

Portanto, como p(4)=0, segue que p(x) é divisivel por h(x).



K‘rJ'-!vltiiuriu:lal:iuas. resolvidas \

R9. Considere o polinémio
p(x)=x*+ax*+bx*+cx—60. Ao se dividir p(x)
por x—1, obtém-se resto —12, e ao se dividir
p(x) por x+1, obtém-se resto —144. Além dis-
so, p(x) é divisivel por x-2. Determine os
valores de a, b e c.

Resolucao
Pelo Teorema do resto, temos que:

- p()=-12=1+a-+b.-F+c.1-60=-12=

= 1+a+b+c-60=-12=a+b+c=47

s pl-1)=-144= |
= (-1 +a-(~ 1)’ +b-(- 1 +c.(-)-60=-144=
—=1-a+b-c-60=-144=-a+b-c=-85

Como p(x) é divisivel por x-2, pelo Teorema
de d’Alembert, segue que:

p(2)=0=>2*+a-2°+b-2°+c-2-60=0=
= 16+8a+4b+2c-60=0=8a+4b+2c =44 =
= 2(4a+2b+c)=44 = 4a+2b+c=22

Logo, podemos escrever o sistema:

a+b+c=47
1—a+b-c=-85"
da+2b+c=22

Resolvendo o sistema, obtemos a=-2, b=-19
e c=68 "Resolva o sistema apresentado junto com

" 08 alunos. Verifique se eles perceberam gue,
ao adicionar a 12 e a 28 equacoOes, obtem-se b=-19. Ao
adicionar a 22 e a 32 equacdes e substituir b=-=19 no
resultado, obtem-se a=<=2. O valor de ¢ pode ser obtido
substituindo a=-2 e b=-19 em

,.:::I o :
. w o= qualquer das equacoes do sistema.
/ ﬂtlU]dEdES \ Anote as respostas no caderno

R10. Sabe-se que 2 & uma das raizes da equacao

x*—10x*+31x-30=0. Qual a soma das outras
duas raizes?

Resolucao
Considerando p(x)=x’-10x*+31x—30, temos

que 2 é uma raiz de p(x), e as outras raizes
sdo as solucées da equacdo q(x)=0, em
que q(x) € o quociente da divisao de p(x]
por x—2, uma vez que p(x)=(x-2)-q(x).
Aplicando o método da chave, temos:

x"—10x*+31x—30 |[x-2

-x’+ 2x° x°—8x+15
—-8x2+31x—-30 ofx)
8x°—16x
15x-30
—-15x+30
0
Segue que:

q(x)=0=x*-8x+15=0
Como a soma das raizes de uma equacao do

tipo ax®+bx+c=0 é dada por —E, temos que:
a

a=1Tb=-8.c=15
b -8

——:——:,B

a 1

Wrw

Portanto, a soma das outras duas raizes da

equacao & 8. *"Se necessario, lembre os alunos
das relacbes de soma e produto das
raizes de uma equacao do 22 grau,
assunto estudado de modo geral nos
anos finais do Ensino Fundamental.

34. Determine o resto da divisdo de p(x) por h(x) em
cada item. |

a) p(x)=x*-2x*-3x*-2x—15; h(x)=x+1-13 j
b) p(x)=2x°-9x* +12x* ~14x2 +19x—1; h(x)=x-3 11
c) p(x)=x"-3x*-7x*+31x-10; h(x)=x-3 20 |

35. Determine o valor de m, de modo que o polinémio |
f(x)=(m-4)x*—m*x®+9mx*+20x+21 seja divisivel
por g(x)=x-3. m=3 |

37. Orestodadivisdo dopolindmiop(x)=2x*-5x*+4x-d

38.

38.

por h(x)=x-2 é um polinédmio r(x) identicamente

nulo. Qual é o resto da divisdo de p(x) por x—47?
60

Considerando o polindmio p(x)=q(x)+x*—2x*+8x+4
e sabendo que -3 é raiz de p(x) e que 2 é raiz
de qg(x), determine g(-3)-p(2). 1300

Sabendo que -5 é uma das raizes do polinédmio
f(x)=5x"—5x*~105x+225, qual é a razao entre as
outras duas raizes de f(x)? 1

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

36. Dividindo-se o polinémio h(x)=x°+ax" +bx*+cx+3 <£E/ Desafio ® -

por x+1, obtém-se resto 28, e dividindo-se h(x)
por x—1 obtém-se resto 14. Sabendo que h(x) é

divisivel por x—3, calcule os valores dea, bec.
a=-=12; b=29; c==7

Sejam 2 e —7 os restos das divistes de um poliné-
mio p(x] por x+1e por x+2, respectivamente. De-

termine o resto da divisdo de p(x) por x*+3x+2.
Ox+11
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Autar descanhecido. Séc. Xk,

Dispositivo de Briot-Ruffini

Para efetuar a divisdo de um polindmio com grau maior ou igual a 1 por um bi-
néomio do tipo x—a, podemos utilizar um dispositivo conhecido como Dispositivo
de Briot-Ruffini, no qual, utilizando os coeficientes do dividendo e o valor de a (raiz
do divisor), obtemos o quociente e o resto da divisao. Esse dispositivo recebe esse
nome em homenagem aos matematicos Charles A. A. Briot (1817-1882) e Paolo
Ruffini (1765-1822).

Para dividir o polinémio p(x)=2x"+x"-3x*-x+5 por h(x)=x+2, por meio do dis-
{ positivo de Briot-Ruffini, verificamos inicialmente se os termos de p(x] estao em
Paolo Ruffini ordem decrescente segundo as poténcias de x e se p(x) possui coeficientes iguais
a zero. Nesse caso, temos p(x)=2x°+x"+0x*-3x*—x+5.

Geravura. Colegdo particular

Entao, dispomos os coeficientes de p(x] e o0 valor de a como no esquema.

coeficientes do dividendo

\|” termo

| . I .
valordea—— _9 | 2 1 0 i <f L g E— independente
| ' do dividendo

Copiamos o 12 coeficiente do dividendo, nesse caso 2, obtendo o 12 coeficiente
do quociente. O 22 coeficiente do quociente é obtido por meio do célculo E*[—2)+1.

2| 2 1 0 3 -1 ! 5
1 2 _3 5
| 2("2}+1
_®—
® ®
‘ + i ; O 32 coeficiente do quociente é obtido por
-2 2 1 0 -3 -1 ! 5 meio do célculo (-3)-(-2)+0; o 42, por meio
2 i 6 -15 29 | do célculo 6-(-2)+(-3); e o 59, por meio do
T - (k0 oy CHAM! calculo (—15)-(=2)+(~1).
x"‘l ]
- @__

Obtemos o resto da divisdo por meio do célculo 29-(-2)+5.
De acordo com o Dispositivo de Briot-Ruffini,

temaos: ] B ! N
2| 2 1 0 3 4! &
coeficientes termo i
L 3 T - - i e ¢ restoda
;2 gr de x do independente | I 2 S 6 15 I—Ell‘:j—l ! _?E divis3o
dividendo do dividendo » g e 7 i
coeficientes do guociente

coeficientes v
resto <

do quociente Portanto, na divisdo de p(x) por h(x), obtemos o quociente

q(x)=2x"-3x>+6x*-15x+29 e resto igual a —53.

/ Atividades resolvidas \

RT1. Determine o valor de k de modo que ao dividir p(x)=3x"-x"+2x°+kx—6 por x—2 ob-
tenha-se resto 92.

Resolucao
Aplicando o Dispositivo de Briot-Ruffini, temos:

2 | 3 ~1 0 2 k | -6
3 é lug E.g 4-—4-'-..-& ; 82+2k i+ resto
| 331 5240 10242 222+K | | (44+K}2—6

coeficientes do gquociente

Para que o resto r(x) seja igual a 92, segue que: r(x)=92=82+2k=92= k=5
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R1Z. Determine o quociente e o resto da divisdo de p(x)=6x’+x*~x+7 por h(x)=2x+1.

Resolucao

Como o divisor & da forma kx—a, com k=2 e a=-1, para aplicar o Dispositivo de
Briot-Ruffini devemos dividir os coeficientes do dividendo, do divisor e do resto por K,

ou seja:

p{x)=h(x)_q(x]+r(x):}pf;)=h(}{)-qg{)+r[l)ﬂpg}t)=hg{].q(x]+r[2_x]
Logo:
) p[x)_E}{ﬂ+12_x+7_3}{3+112_1x+3 h[l)_2x+1_ 1
o 2 2 2 2 > 2 3

p(x)

Desse modo, podemos aplicar o Dispositivo de Briot-Ruffini na divisao de G por

h(x).
2 . o .
1 1 : , 7 Extensao do Teorema do resto
SV 3 = e : = Sendo o uma constante )
- 2 - ' 2 qualquer e k#0, o resto r da Z
9 _1 E ' E ¢ resto divisao de um polindomio p[:{) s
3-[I}+1 _1{_% ; : g— porkx—aeéigualap 21 ou 2
2} 2 : n{_l]ﬂ_' k
| | 23 1 {El]
seja, r=p} — |
coeficientes do quociente k
Assim:
rix) 7
» q(x)=3x"-x : (2)=E=>r(x]=?

Portanto, o quociente é q(x)=3x"~x e o resto ér

Y Atividades \\=

41.

Anote as respostas no caderno

}{] =1

Utilizando o Dispositivo de Briot-Ruffini, determi-
ne o quociente q(x) e o resto r(x) das divisbes

apresentadas em cada item. Qgﬂlﬂ‘?gmﬁ no final

a) Bx*-3x*+5x-2 dividido por x+5
b) 2x®-7x°-8x*+5x+1 dividido por x-3
c) 4x°+2x°-3x*+x—1 dividido por x+2

45.

Sabendo que o resto da divisdo do polindmio
h(x)=ax®*+11*+bx-3 por 3x+2 é igual a —-% e

que o resto da divisdo de h(x) por x-2 é 107,
resolva. h _g __%- h(2)=107

, 2 3y 37
a) Qual é o valor de h(_ﬁ]? E de h(2)?

b) Escreva o polinémio h(x).h(x)=7x*+11*+5x-3

42. A seguir esta representada a divisdo de um poli-
némio por um binémio do tipo x—a, utilizando o = 46. Utilizando o Dispositivo de Briot-Ruffini, determine
Dispositivo de Briot-Ruffini. Determine o divisor 0 quociente e o resto da divisao do polinémio
h(x), o dividendo p(x), o quociente q(x) e o res- p(X)=16x°—16x" +12x¢ —48x2 +14x+6 por 4x—6.
to r{:::] hix)=x=2; p(x)=3x"=2x" =3x" +6x" +2x -1 gquociente: 4x* +2x*+6x*=3x-1; resto: 0
"qix)=3x"+4x" +5x" +16x + 34; r(x) =67 47]. A divisao de p{x)=ﬁx“+5f-21x2-dhx—8 pelo
a |3 -2 ¢ 6 z ) 3 polinémio h(x)=3x—2 tem r(x)=b como resto.
| b 4 5 d e | f Determine o valor de b. b=-4
43. O quociente q(x)=x—b? é obtido na divisdo do 48. Determine o valor de m, de modo que o polindmio
polindmio p(x)=x"+2x+4 por h(x)=x+b. | f(x)=3x"-2mx* +13x*~3mx+10, dividido por x—4,
.m=7
Determine o resto r(x) utilizando o Dispositivo de tonng 19310:0-M
Briot-Ruffini. r{x}=% 49. O polindmio p(x)=ax®+13x*+bx—3 & divisivel por
44. Por meio do Dispositivo de Briot-Ruffini, calcule 3x-1e o resto da divisdo de p(x) por 2x+5 é

o valor de a em p(x)=5x'-18*+11%-Tx~-a,

sabendo que 3 é uma raiz de p(x).a=-3

. 51 e
igual a ———. Quais sao os valores de a e b?
2 a=6;b=4
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/E_quagf:ies polinomiais

Certa industria deseja fabricar caixas sem tampa, em formato de paralelepipedo,
a partir de chapas metalicas quadradas de 90 cm de lado. Para que seja possivel a
confeccao das caixas, sera retirado de cada “canto” da chapa um quadrado de
lado x cm. Depois, os lados serao dobrados e soldados, formando a caixa.

X cm X cm
—
% cm
Nesse caso, (90-2x) cm
D<x<4b.
X cm

90 cm

Acervo da
editora

A intencao do fabricante é que essas caixas, quando prontas, tenham capacida-
de igual a 50000 cm®, desconsiderando a espessura do material. De acordo com

essas exigéncias, qual deve ser a medida x do lado de cada quadrado a ser retira-
do da chapa?

Para calcular a capacidade da caixa que sera construida, multiplicamos a area de
sua base pela altura, obtendo o volume de um paralelepipedo equivalente:

» Area da base: A=(90-2x)° cm?

= Altura: h=xcm

» Volume: V=A-h=(90-2x)"-x=(8 100—360x +4x?)x = 4x* - 360x* +8 100x

Como a intencéo do fabricante é que a caixa tenha capacidade de 50 000 cm?®, te-
mos que:

4x*-360x>+8 100x=50 000 = 4x* - 360x> +8 100x—-50 000=0
Assim, ao resolvermos essa equacao, determinamos a medida x do lado de cada
quadrado que sera retirado da chapa metalica.
A equacao obtida nessa situacao € uma equacao polinomial.

Denominamos equacao polinomial ou equacao algébrica toda equacaoc que
pode ser escrita na forma p(x)=0, em que p(x)=a x"+a_x""+a_,x"*+a X"+
+...+a,x’+ax+a, € um polinémio de grau n, comn>1e a_#0.

O grau e as raizes de uma equacao polinomial p(x):ﬂ sdo, respectivamente,
iguais ao grau e as raizes do polindbmio p(x). Definimos como conjunto solucao de
uma equacdo polinomial o conjunto de todas as suas raizes.

Exemplos
« 2x*-5x-3=0 « 3x-6=0 s 3x%+8x*-15x+4=0
grau: 2 1 grau: 1 grau: 3 s
raizes: e ed 1 | raiz: 2 raizes: -4, — e 1
conjunto solug&o: S={_§’3 conjunto solugdo: $={2} conjunto solugao: S={—4,%,1}



/Teorema fundamental da algebra

O Teorema fundamental da algebra foi demonstrado satisfatoriamente pela pri-

meira vez em 1798, na tese de doutorado de Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que na
epoca tinha apenas 20 anos.

Veja o enunciado desse teorema, cuja demonstracdo nao sera apresentada nesta
colecao.
Toda equacao polinomial de grau n, com n=1,
admite pelo menos uma raiz complexa.

Note que, dada uma equacao polinomial de grau n=1, esse teorema garante so-
mente que existe pelo menos um numero complexo que é raiz dessa equacao, nao
indicando “quantas sao” ou “quais sdao” essas raizes.

Em consequéncia desse teorema, temos o Teorema da decomposicdao em fato-
res, conforme segue.

De acordo com o Teorema da decomposicédo em fatores, todo polinémio de grau n,
com n>1, definido por p(x)=a,x"+a,_x""+a, ,x"?+a _,x""+...+a,x’ +a,x+a, pode
ser decomposto na forma p(x)=a,-(x—r,)-(x—r,)-(x=r;)-...-(x =1, )-{(x—r, ,)-(x~r,). na
qual r, r,, r ., r sdo as raizes do polinémio.

n-1' 'n

rﬂ’ e rn—.'!'
Para justificar esse teorema, considere o polinémio

p(x)=a x"+a_x""+a_,x""+a X" +..+ax’+ax+a, comn=1 Pelo Teorema funda-

mental da algebra, p(x) admite pelo menos uma raiz complexa, que chamaremos de

r.. Logo, temos p{r1)=ll Como, de acordo com o Teorema de d'Alembert, o polinémio
p(x} é divisivel por x-r, podemos escrever a seguinte igualdade:

p(x)=(x~r1]-q1(:{) ()
em que g,(x) & um polinémio de grau n—1.
Caso n-121, de acordo com o Teorema fundamental da algebra, q1(x) admite
pelo menos uma raiz complexa, r,. Pelo Teorema de d’Alembert, temos:

q1(x)=(x-r2]-q2{x) (1)
em que g,(x) € um polinémio de grau n-2.

Fazendo a substituicao de Il em [:

p(x)=(x=r)-(x-r,)-q,(x)

Realizando esse procedimento n vezes, temos:

p(x]=[x_r1)'(x“rz)'[x“ra]""‘{x"rn—z)‘{x"rnq)'(K_rn)'qn{x)
em que g, (x) € um polinémio de grau n—-n=0, dado por g, (x)=a, (identidade de po-
lindmios).

Portanto:

p(x):an-(:-:—rJ-[x—rE}-[x-rz)-...-(x—rn_z)-(x—rﬂ_1)~(x—rn)

Considerando o Teorema da decomposicao, temos que uma equacao polinomial
de grau n, com n21, dada por ax"+a_x""+a x"?+a_x"+..+ax’+ax+a,=0,
pode ser escrita como:

2, (x=1)-(x=1)-(x=1) ..o (x=r,_p)-(x=r,_)}-(x-1,)=0

Assim, A A Al R S o sdo todas as raizes da equacao, ou seja, p[x] tem n

raizes.

Uma equacao polinomial de grau n tem n raizes
complexas (nao necessariamente distintas).

Os polindmios e as equacoes polinomiais

Mascido em Brunswick, na
Alemanha, em 1777, Gauss
e considerado o maior
matematico do século XIX
e um dos maiores de todos
os tempos. Gauss sempre
relutou em publicar suas
descobertas, motivo pelo
gual algumas delas
somente foram
identificadas em seu diario
matematico encontrado
postumamente.,
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*"’Atiuidades resolvidas A\

R13. Escreva o polindmio p(x] de raizes —1, 2+i R14. Sabendo que —4 e 3 sao raizes da equa-

e 2—i, tal que p(2)=9.

Resolucao

Pelo Teorema da decomposicao em fatores,
o polinémio p(x) pode ser escrito como:

p(x)=a, [x=(=1)]-{x~(2+i)]-[x~(2-i)]
=a_(x+1)(x—2-i)-(x—=2+i)
=an-{x+1]-(f—4x+5]

=an-[x3—3xz+ :n-:+5]

cao x'+3x°-10x*-24x=0, determine as
outras raizes dessa equacao.

Explique aos aluncs gue nesta atividade
RESDLUL‘ED sao realizadas divisOes sucessivas por
meio do DlEpDSltwn de Briot-Ruffini.

Como —4 e 3 sao duas raizes da equacao,
podemos decompod-la da seguinte maneira:

x*+3x° -10x*-24x=0=(x+4)(x-3)-g, (x)=0

Obtemos q,(x), aplicando o Dispositivo de
Briot-Ruffini na divisao da equacao por
X+4, e, em seguida, o quociente dessa di-
visdao por x—3.

Como p(2)=9, segue que: 4 | 1 3 -10 -24 | ©
N 3 |1 -1 6. 0 i 0O
p[2)=9:~aﬂ-(2 -3:2 +2+5]=El:; W 30 | -6(-4)-24! 00
=a 3=9=a =3 1 2 _,D_. g
4 i 13-1 236 . 0340

Portanto:
P(x)=
= p(x)=3x"-9x*+3x+15

3-(x3—312+x+5)=>

Logo, q, (x)=x"+2x. Como as raizes da equa-
cdo x°+2x=0sdo x,=0 e x,=-2, entdo as
outras duas raizes de
x'+3x°-10x°-24x=0sdo0e -2.

sariamente distintas, tem cada equacao polinomial.

/ N E 55. a) Sz{—g.—l,il}
At|U|dE dES S==" Anote as respostas no caderno. -
50. Determine quantas raizes complexas, ndo neces-
. P | <SE{,a Calculadora g -

a) 2x°—5x?+3x-1=0 3 raizes

b) 5x°—6x*+2x2—x=5x"-3x"+x*-5 4 raizes

Nas paginas 168 e 169, estudamos informacoes
sobre a resolucao de equacdes cubicas em uma

competicao envolvendo desafios matematicos.

c) xﬁ(?f-axi’-mﬂ):{} 5 raizes Enunciada por Cardano em seu tratado Ars
= Magna, a resolucao da equacéao cubica na forma
d) x°=X (x —5x+1]=[} 6 raizes x® +mx =n (com m e n positivos), pode ser repre-

sentada, em notacao atual, da seguinte maneira:

51. Qual é o conjunto solucao da equacgéao , . y .
%(3—3]4[3—1]2[x+2)3=[1? E qual é o grau dessa K=i/%+\j(g) +(%) —i/ g+\j(g) +(g)
equagao? S={-213}; grau: 9 Utilizando o método de resolucdo apresentado

| por Cardano e uma calculadora cientifica, deter-

52. Decomponha o polindmio p(x)=3x*+6x-45 em mine uma das raizes da equacéao x*+6x=20.x=2
termos de suas raizes. p(x)=3(x+5)(x-3) . ) |

' - 51 A altura h de um balao em relagdao ao solo foi

53. Decomponha o polindémio p(x)=x*-2x*-5x+6 em observada durante certo tempo e modelada pela

termos de suas raizes: 1, 3 e -2, | | | funcao h(t)=ta—3m2+24312+24, com h(‘t) em me-
e px)=(x-1)(x-3)(x+2) tros e t em minutos. No instante t=3 o baldo

54. Obtenha um polinémio p(x) de grau: estava a 510 m de altura. Determine em que
a) Smacg!::assslggllzrggpggg ‘:{3 ]2 Eﬁ: 3 A T outros instantes t a altura foi tambégnmciir? eﬁlgﬁh
b) 4, cujas raizes s3o 3+i, 3—, 2 e 1 58. Sendo S={a,b,-2 -1}, com a<b, o conjunto so-

Uma possivel resposta: p(x)=x"=7x"+14x" + 2x =20 vé 17 29 9
55. Determine o conjunto solucao da equacao: lugdo da equacédo x*+—x*——x*- 3 x—E=D,

186

a) 4x*-8x*-29x-12=0, sabendo que 4 é raiz;

b) 6x*-14x°
—2 sao raizes. 5:{_2 1,1.3}
3

—26x*+46x—-12=0, sabendo que 1 e

59.

calcule o valordeaeb.,__1.,_3
& 2
Escreva o polindmio f(x) em que as quatro raizes
sdo 2—i, 2+i, 3 e 4, e f(2)=8.
f(x)=4x" =44x" +180x" =332x + 240



/ﬁélagﬁes de Girard

O matematico Albert Girard (1590-1633) & conhecido principalmente por seus
estudos em Algebra e Geometria. Entre suas contribuicées a Algebra, figuram as
chamadas Relacdes de Girard, enunciadas em Invention nouvelle en l'algébre, de
1629. Ao que parece, antes de Girard, Francois Viéte (1540-1603) chegou perto de
estabelecer a relacao entre as raizes da equacao e os coeficientes, o que nao foi
possivel porque ele reconhecia apenas as raizes positivas. Outro matematico que
tambéem fez descobertas semelhantes as de Girard foi Thomas Harriot (1560-1621),
que, assim como Viéte, teve seu trabalho prejudicado por ndo reconhecer as raizes
negativas e imaginarias.

Fonte de pesguisa: BOYER, Carl Benjamin. Historia da matematica. Tradugdo Elza F. Gomide. S3o0 Paulo: Edgard Bliicher, 1974.

As Relacoes de Girard sdao de grande utilidade na resolucdo de equacdes polino-
miais, pois relacionam as raizes e os coeficientes de uma equacao. Por meio des-
sas relacdoes, podemos estabelecer um sistema de equacoes que, com algumas
informacodes adicionais, pode permitir a resolugcao da equacao inicial.

o
=]
e
-
=
o
o
o

Relacoes de Girard para
equacoes polinomiais de grau 2

Sejam r, e r, as raizes da equacao polinomial de grau 2 definida por 32x2+aix+ a,=0,
com a,#0. De acordo com o Teorema da decomposi¢ao, temos:

a,X" +ax+a,=a,(x-r)(x—n)=a, (X" - xr—xr,+nn)=ax" —a,(r+r)x+a,(r-r,)
Pela identidade de polindmios, temos:
« a,=3,

a
P a1=—32{r1+r2):}r1+r2=—u;
2

da
: an=az(r1‘rz):}r1 'r2=:l
2

Portanto, para uma equacao polinomial de grau 2, as Relacoes de Girard sao:

a
=l ey iy T,
r+r,= er.-r,=

12
aE 2

Relacoes de Girard para
equacoes polinomiais de grau 3

Sejam r, r, e r, as raizes da equacao polinomial de grau 3 definida por

a,x’+a,x*+ax+a,=0, com a,#0. De acordo com o Teorema da decomposicdo, temos:

25X’ +8,X" +axX +8y =2, (x—1)(x=1)(x~r) =
=33(}{3—J{2r1—xzrz—fra+xr1-r2 +xﬁ‘r3+xrz‘r3“r1‘rz‘r3]=

=8, =8, ([ +0+06) X +a,(h h+1 T +6 1) X—a, (5 -1)

Pela identidade de polinémios, temos:

o e T
a,=a, a, -33{"1 T, -r3+r2*r3)::- [0+ T+, = =
3
e _ — az & Eﬂ
a,=-a, (r1+rE +r3)::-r1+r2 +r3-—a— a,=-a, (rl -, *ra) =T,T, T, 28

3 3

Portanto, para uma equacao polinomial de grau 3, as Relacoes de Girard sio:

a.? a‘l aﬂ
r+r,+0=—==2, r-r,+r-r,+r,-r,=—1er-r,r=—->2

4, 4, a,

Os polinomios e as equacoes polinomiais 187



Note que a soma dos
produtos das raizes
tomadasnan
corresponde ao
produto das n raizes.

Relacoes de Girard para equacoes polinomiais
de grau n

Sejamr, r, r, ..., r_,r asraizes da equacao polinomial de grau n definida por

f n—1 n—2 n-3 2 : .
ax'+a X +a X +a X +..+aX +ax+a,=0, coma_ #0. Seguindo procedimen-
tos semelhantes aos utilizados para equacodes polinomiais de graus 2 e 3, obtemos
as Relacoes de Girard para um polinémio de grau n qualquer.

= soma das n raizes:

1d d
Al 4+t 41, = (1) 3"‘1 = — :

r n

soma dos produtos das raizes tomadas duas a duas:

28, 8,5
al'l Eﬂ:

M + T+t + .41 = (1)

soma dos produtos das raizes tomadas trés a trés:

38,4 a, 5
o A AR A R o A AT T Y A (_1) Z ==l

soma dos produtos das raizes tomadas quatro a quatro:

sa_, a
= 4. __ -4

Fofy + LT + T + 4T = (1) ﬂ“ = aﬂ
n |

produtos das n raizes:

-t ge= (<1 =2

/Atiuidades resolvidas \

R15. Determine as raizes da equacdo x’-6x"+3x+10=0, sabendo que elas estdo em pro-
gressao aritmética de razao r.

Resolucao

Sejam X, X, e X, as raizes da equacdo. Da Relacdo de Girard, temos:

Ki+){2+}{3=——1 =B

Como as raizes formam uma PA de razdo r, segue que:

X; ¥ X5+ X3 =620, -+ X, +X,+r=6=23x,=6=x,=2
:::;'_—'r x::r

Logo, x,=2 € uma das raizes da equagéo.

Para determinarmos as outras raizes, dividimos a equacao por x—2.

2 |1 -6 3 | 10
1 -4 -2 ! 0
196  -A5:3 | =52+10

Assim, segue que:

Portanto, as raizes sdo -1, 2 e 5.
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R16. Escreva as Relacdes de Girard para a equacdo 2x"+4x°—3x°+5x-6=0.

Resolucao
Sejam X,, X,, X, € X, as raizes da equacao.

Pela equacao, temos a,=2, a,=4, a,=-3, a,=5 e a,

Girard segue que:

a, 4
* X, X, +X X, =——2=——==2
a 2
) a
S
& Xy Xy h X K+ X X+ X, g+ Xy X+ Xy X, =—
a4
a‘I
® Xy Xy Xy + Xy X Xy + Xy Xg - Xy + Xy Xy Xy =——=
a,
sa 4 —b
= o i o
. 11'}{2'}(3'14-[ 1] = _( 1) 2 3
4

Y Atividades \\=

60.
61.

b.

63.

b4.

65.

bb.

Anote as respostas no caderno.

=-6. Logo, das Relacdes de

Determine a soma e o produto dos valores de x
que tornam a igualdade 3x®*-12x*+3x+3=0 ver-

dadeira. soma: 4; produto: -1

Escreva as Relacdes de Girard para o polindbmio
q(x)=5x"+3x"+2x*-x-3, sabendo que x,, X,, X,

e X, SA0 suas raizes. Resposta no final do livro.

Sabendo que o produto de duas raizes da equa-

cao Exa-axz—£x+2=[} é 1, resolva.

; % g " ez 9
a) Quais sé@o as raizes dessa equacdo? -=, —e 4

77 o i
b) Calcule o valor de a. A=

Os nUmeros reais x,, X,, X,, X, € X, S8o as raizes do

 (69.///Desafio ©®) "

polindmio p(x)=x>- %x“ + 1? x? —155x% +124x-32

e, nessa ordem, formam uma progressao geome-

trica de razao igual a x,. Escreva essa progressao

geométrica. [% 124 B]

O produto entre as raizes r, e r, da equacgao poli-

nomial 6x®+ax®*—-144x+45=0 é igual a 1.

a) Qual é o valor de r,+r,? rl+r2:§
b) Determine o valor de a. a=25

10.

T

Considerando que a soma e o produto das raizes

21 9

I,

: : 9 _ ;
iguais a 1 e —, respectivamente, calcule o valor .

de a e b.
a=1 b==1

As raizes da equacdo x°+mx+6=0, em que meZ,

r, e r, da equacédo ax’+bx’——x-==0 sao
4 4 :

sdor, er, comr<r, Calcule os valoresdem, r,e

r 11
r,, sabendo que i+4=5. =2, r,=3; m==5

s

67. Sabendoqueaequacdo—(m-5)x°+12x* - %—5 =0

-

4

tem duas raizes opostas e que a soma das raizes
dessa equacéao é -6, resolva.

a) Determine o valor de m. m=3
b) Qual é o produto das raizes da equacao? =

3
c ) Quais sao as raizes dessa equacéao?

1
o
" b

£ 5 - - .
. Os numeros —5 e 1 sao raizes da equacac

6x*—mx?+3nx+5=0, em que m e n Sa0 NUMEeros
inteiros. :
a) Calcule a terceira raiz dessa equacéo. -

-]
b) Determine os valores dem e n. m=-1e n=-4

Sendo S={a,b,c,d} o conjunto solucéo da equa-

cao f‘—?—i—x%%f“—é‘—xﬂ:ﬂ, qual é o valor de

Calcule a soma dos quadrados das raizes da

equacéao 6x®—-8x*-34x+12=0. %

Para qual valor de m a soma e o produto das rai-
2

zes de x*—(m+3) x*+(5+m)x*-2mx+2m*~50=0

sao estritamente positivos? m<=5oum=5

Sobre as raizes de p(x)=8x"+ax’-201x*~bx+c,

com &, b e ¢ reais, sabe-se que a soma de duas
delas é igual a zero e que o produto das outras

duas é igual a -%. Calcule o produto de todas

, ... DR
as raizes desse polinGmio. =
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/ﬁultipliciclacle de uma raiz

Podemos decompor a equacéo polinomial 2x°+14x°+12x*-68x"-38x*+150x-72=0 da
seguinte maneira:

2(x—1)(x=1)(x=1)(x+3)(x+3)(x+4)=0=2(x~1)’(x+3) (x+4)=0

Temos que as raizes dessa equacdo sdo: 1, 1, 1, -3, -3 e -4,

Dizemos que: a raiz 1 tem multiplicidade 3 ou que 1 é raiz tripla da equacao; a
raiz —3 tem multiplicidade 2 ou que -3 é raiz dupla da equacao; a raiz —4 tem mul-
tiplicidade 1 ou que -4 é raiz simples da equacao.

Note que a multiplicidade de cada raiz da equacao corresponde ao expoente do
fator que contém essa raiz. Por exemplo, a raiz —3 tem multiplicidade 2, e o expoen-
te do fator que a contém é igual a 2. Como a raiz —3 tem multiplicidade 2, a equa-
cdo inicial & divisivel por (x+3) e (:-:+3}E, porém nao é divisivel por (x+3]3, por
exemplo.

A quantidade de vezes que um numero aparece como raiz de
uma equacao polinomial indica a multiplicidade dessa raiz.

Exemplos
* x2=10x+25=0=(x-5)(x-5)=0=(x-5)"=0
Como ha dois fatores (1—5], dizemos que a raiz 5 tem multiplicidade 2.
o X' —11x®+48x°-100x" +80x° +48x*-128x+64=0=
:}(1—2)(}(-2)(:{—2)[}:-2]{::-2)(:{~2)(x+1}=l}:}[x~2)ﬁ{x+1]=ﬂ
Como ha seis fatores (:-:—2), dizemos que a raiz 2 tem multiplicidade 6,
e como ha um fator (x+1], dizemos que a raiz —1 é simples.

*’fﬁtividadez resolvidas \

R17. Qual é a multiplicidade da raiz 3 na equacéo x*-10x"+36x"-54x+27=07?

Resolucao

Para determinarmos a multiplicidade da raiz 3, devemos dividir, sucessivas vezes, 0
polinémio p(x)=x*-10x"+36x*-54x+27 por x—3.

3 1 -10 36 -54 27
: : MNote que, no
= g :,E 12 L :5_3. -D- Dispositivo de Briot-
gHin R e _Ruffini, as divisdes
3 1 —4 3 ; 0 foram exatas (resto 0)
e g _43415 : 99 g nas trés primeiras
: : : operacoes, ou seja, a
3 1 : ~1 : g equacao possui trés
| 13la | 133 raizes iguais a 3 e uma
1 | 5 2(Q | raiz diferente de 3.
| 131

Decompondo p(x), segue que:
p(x)=x*—10x*+36x" —54x +27 = (x—3)(x* ~7x* +15x ~9) = (x — 3)" (x* - 4x+3) = (x -3)" (x - 1)

&
F,

—m

T e W
[:—.’3]-[1-:2—4:“3] (x—3){x-1)

Portanto, 3 é raiz tripla ou de multiplicidade 3 da equacao.



’

R18. Resolva a equacédo x*-5x”+8x—4=0, sabendo que ela possui uma raiz dupla.

Resolucao

Como a equacdo possui uma raiz dupla, indicamos as trés raizes por X, X, e X,. Das

Relacoes de Girard, temos:
-5
. x,+xl+xz=—¥:&2xl+xﬂ=5 (I
8
. x,~x1+:u:1~x2+x1-xg=7=>xf+2xixgzﬂ (1)

Isolando x, em | e substituindo em Il, temos:

(=4)

» xi.xi.xz=_—1 :}J{IE}{2=4 {”l:l

2X +X,=5=X,=5-2X,

X, +2xX,=8=x°+2x,-(6-2x,)=8=x,°+10x,—4x,°~8=0=-3x°+10x,-8=0

X,'=2

n 4
X =
3

Como x, & uma raiz dupla, devemos verificar qual valor satisfaz a equacéo inicial.

3
« 2°-5.2°4+8.2-4=0—>x,=2 é raiz = [g) —5-[3

Substituindo x1=2 em |, temos:

2-2+x2=5::- :ﬂ:2=1

Portanto, S={2,1}.

/ Atividades \E

13

14,

i

Anote as respostas no caderno.

2z
] +8 = 4=
3

4 4
27

4 _ . .
=0 }x1=§ nao é raiz

Determine quais sao as raizes da equacao

(x=3)’(x+1) (x=5)=0 e a multiplicidade de cada

uma delas. =1 com multiplicidade 2, 3 com
multiplicidade 3 e 5 @ raiz simples

Escreva um polindmio de grau:

a) 4, em que —3 é raiz tripla, e —1.6 raiz simples

Umatﬁogsiver resposia: p(x)=x"+10x" +36x" + 54x+ 27

, em que 2 e raiz tripla e 4 e raiz dupla

Uma possivel resposta: p(x)=x"=14x"+76x" =200x" + 256x-128

15.

716.

Tl

18.

19.

80.

Qual é o grau de uma equacao polinomial em que
-1, =4, 3 e 5 sdo as raizes de multiplicidades 3,

1, 5 e 4, respectivamente? grau 13

Determine a multiplicidade da raiz -2 da equacdo

%% +6x° +9x* — 8x® - 24x% +16=0. multiplicidade 4

Sabendo que x, e raiz dupla e que 12=—%x1 e a

outra raiz da equacao 4x®+8x*-60x-144=0, de-

termine os valores de X, @ X,. x,==3; x,=4

Calcule o valor de m e de n, sabendo que a equa-

¢do dada por x°+7x"+(m-3)x*-(2m+n)x*+

+(3m—n—1[l]x-2n-§m=[} admite o zero como

raiz dupla. Em seguida, escreva a equacao subs-

tituindo m e n por seus respectivos valores.
m=3 e n==1; X*+7x"'=5x"=0
Determine o conjunto solucao da equacao

Ax® - 4x* -64x-80=0, sabendo que esta admite

uma raiz de multiplicidade 2. s={-2 5}

A equagdo x°—3x°+3x* - x*=0 admite duas raizes
de multiplicidade 3. Quais sao as raizes dessa

equacao? 1e0

81.

82.

83.

84,

Sabendo que S={-3,-12} é o conjunto solugéo
de x”+2x®—14x°-20x"* +65x° +58x* —84x-72=0,

calcule a multiplicidade de cada uma das raizes
dessa equacao -3 e =1 sa0 raizes de multiplicidade

2, 8 2 é raiz de multiplicidade 3
O conjunto S={-12} é solugao de uma equacao
polinomial do 4¢ grau, cujo termo independente
e 144. Determine essa equacéo sabendo que —1

e 2 tém multiplicidade 2.
36x" =72x" =108x" +144x+144=0

O produto das raizes de uma equacao polinomial
de 42 grau é 24. Sabendo que uma das raizes
tem multiplicidade 3 e ambas sdo numeros pri-
mos, resolva.

a) Qual é o conjunto solucdo dessa equacéao
polinomial? s={2 3}
b) Escreva essa equacao polinomial.
' =G + 30" =44x+24=0
No grafico esta representada a fun- v
cao f, definida de R em R, dada por 32
f(x)=x*+ax*+bx+c, com a, b e ¢
inteiros.
Sabendo que f(x) é divisivel por
x*—8x+186, resolva.
a) Determine as raizes de f(x)=0 e

suas respectivas multiplicida-
des 4 com multiplicidade 2;
" =2 e raiz simples
b) Quais sdo os valoresde a, b e c?
a=-=6; b=0; c=32

Acerva da editora

]
I
b
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/ Raizes complexas

A sequir esta enunciado um teorema que trata das raizes complexas nao reais de
uma equacao polinomial de coeficientes reais, ou seja, das raizes complexas da
forma z=a+bi, com aeR e beR".

Se o numero complexo z=a+bi, com acR e beR", é raiz de uma equacéao po-
linomial com coeficientes reais, entao o conjugado de z, dado por z=a-bi,

também é raiz dessa equacao.

E possivel que uma

i : . Como consequéncia desse teorema, temos:
equacao polinomial

de coeficientes reais » Se uma equacdo polinomial de coeficientes reais possui uma raiz complexa
nao possua raiz real? nao real z de multiplicidade m, entao z (conjugado de z) também & uma raiz
Justifique. complexa nao real de multiplicidade m dessa equacao.

Sim, pois uma eguacao

poknomiel B * Uma equacao polinomial de coeficientes reais possui um numero par de raizes
gffj"iiﬁfﬁéﬂﬂééiir complexas nao reais. Portanto, caso o grau de uma equacao polinomial de
apenas raizes coeficientes reais seja impar, essa equacio necessariamente possui um numero
complexas nao reais. impar de raizes reais.

’fAtividades resolvidas \

R19. Determine o grau minimo de uma equacéao polinomial de coeficientes reais que possui
2 como raiz simples, 2+i como raiz dupla e 1-i como raiz tripla.
Resolucao

Como a equacéo polinomial possui coeficientes reais, o conjugado de cada raiz com-
plexa nao real também é raiz da equacao. Logo:

« 2 @ raiz
» 2+i @ raiz dupla, entdao 2-i também é raiz dupla
» 1-i & raiz tripla, entao 1+i também é raiz tripla

Portanto, a equacao polinomial possui no minimo 11 raizes, ou seja, o grau minimo da
equacéo é 11.

R20. Resolva a equacdo x" —7x°+10x* +26x-60=0, sabendo que 3+i é uma das raizes da
equacao.
Resolucao

Como a equacédo tem coeficientes reais e 3+i € uma raiz, entao 3-i também é raiz.
Dessa maneira, considerando p(x)=x"*-7x"+10x"+26x-60, temos:

p(x]=[:—{SH)]-[:{—(B—i]]-q(x)::rp(:r{]=[f—ﬁx+1ﬂ]~q(x]
Para determinarmos q(x) e consequentemente as demais raizes de p(x)=0, temos de
dividir p(x) por x°-6x+10.
X' —7x"+10x*+26x-60 | x*-6x+10

—x* +6x° -10x° X° —-x—6
- .L___\.'__.I
— x>+ 0x* +26x - 60 G
x° — Bx° +10x
- 6x* +36x —60
6x* — 36x + 60
0

Resolvendo a equacéo g(x)=0, temos:

=3
g(x)=0= f—x—6=ﬂ<x1

X,==2

Portanto, o conjunto solucdo da equacéo é 5={3+i,8—i,—2, B}.
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RZ1. Resolva a equacao x°—7ix*—15x+9i=0, sabendo que i € uma de suas raizes.

Resolucao
Como i & uma raiz, obtemos as demais raizes dividindo o 12 membro da equacgao por
X—I.
’ ! ~7i -15 | 9i
1 —Bi -9 0
7 815 E -94+9i

Note que os coeficientes —7i e 9i da equacao nao
sao nimeros reais. Logo, nao podemos afirmar que
0 conjugado da raiz z=i tambem é raiz da equacao.

Dessa maneira, obtemos as outras raizes resolvendo a equacdo x°—-6ix—9=0.

A=(-6i) ~4-1(-9)=—36+36=0 o

Note que 3i é raiz dupla -"’E_

-(-6i)xv0 . de x* —Tix* - 15x+9i=0. s
X=—og

Portanto, S={i, 3i}.

/Pesquisando raizes racionais de uma equacao
polinomial de coeficientes inteiros

Existem equacodes polinomiais de coeficientes inteiros que nao admitem raizes
racionais, tais como:

o X24+2x-1=0
cujas raizes sao 0s numeros nao racionais: —1-v2 e —1++/2
e X*'-7x%+10=0
cujas raizes sdo os nimeros ndo racionais: —/5, -2, V2 e /5
» X°—2x°—5x"+20x°-29x*-42x+105=0
cujas raizes s3o 0os nimeros nao racionais: —7, —=/3, 1-2i, 1+2i, /3, V7

O teorema a seguir ndo nos permite prever se uma equacao polinomial de coefi-
cientes inteiros admite raizes racionais. Porém, caso existam, esse teorema deter-
mina as possibilidades para essas raizes.

Considere uma equacao polinomial de coeficientes inteiros, com a_#0,

definida por:
n ri—1 n—2 n—3 2 -
ax'+a X" +a X "+a X "+..+ax"+ax+a =0
Se % é raiz dessa equacao, tal que peZ e gqeZ*, com p e g primos entre

si, entdo p é divisor de a, e g é divisor de a_.

Como consequéncia desse teorema, temos que, se uma equacao polinomial apre-
sentar coeficiente dominante igual a 1 (a_=1) e os demais coeficientes inteiros, essa
equacao nao admite raizes racionais fracionarias. Nesse caso, as raizes podem ser
inteiras e divisoras de a,, porém nem todo divisor de a, sera raiz da equacgao.
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’!Atividades resulvidas\

RZZ.

RZ3.

Resolva a equacdo 2x°-3x*-8x-3=0.

Resolucao

Como os coeficientes da equacao sdao numeros inteiros, os possiveis valores para as

raizes na forma P sao tais que:

g
» p seja divisor de -3 — p=-3, p=-1, p=1ou p=3

« g seja divisor de 2 2 g=-2, g=-1, g=10u g=2

Desse modo, as possiveis raizes racionais sao {mﬂfmg,—L&l,lj,E,B}. Verificando
cada uma delas, temos que: 2 22 2

x=—3 ndo é raiz, pois: 2-(—3) -3-(-3) -8-(-3)-3=—60

3 2
. x=—g nao é raiz, pois: 2{—%] -3{-2] -Hv(—g]—?;:—g

=]

» x=—1é raiz, pois: 2-[—1)3—3-(—1]2—8-(—1]—3=D

3 2
. :ac=—1 e raiz, pois: 2- 1 -3 _J -8 ol -3=0
2 2 2 2

3 2
. x:l nao é raiz, pois: 2- , -3 3 -8- 1 —3:—E
2 2 2 2 2

« Xx=1nao é raiz, pois: 2.°-3-1*-8.1-3=-12

3 2
» x=§ nao é raiz, pois: 2(2] -3-[2] -E{%J—S:—‘lﬁ

5

x=3 é raiz, pois: 2.3°-3.-3°-8.3-3=0

Portanto, 5:{_1, _%, 3}_ Note que nem todo racional na forma P obtido é raiz da equacao.
q

Mostre que a equacédo polinomial x"+7x+2=0, com nef e n>1, ndo admite raizes ra-
cionais.

Resolucao

Os possiveis valores para as raizes racionais P sao tais que:

o}
» p seja divisorde 2 — p=-2, p=-1, p=10ou p=2
= g seja divisor de 1 = g=-10u g=1

Desse modo, as possiveis raizes racionais sao {-2,—1, ik 2}. Verificando cada uma de-
las:

» para x=-2: » para x=1:
(-2)'+7:(-2)+2=0=(-2) =12 (falso) 1"+7-1+2=0=1"=-9 (falso)

« para x=-1: » para x=2:
(=1)'+7-(-1)+2=0=(-1) =5 (falso) 2"+7-2+2=0=2"=-16 (falso)

Portanto, a equacao nao admite solucdes racionais.



= e=
/ AtIUIdEdES \g Anote as respostas no caderno.

85.

86.

87.

tem grau impar, entao essa equacao tem pelo menos uma raiz real.é
Escreva uma equacao polinomial de grau minimo

e coeficientes reais, de modo que 2-i seja raiz

88.

89.

90.

92.

93.

94,

95.

raiz tripla’? grau minimo: 8

x® =3x* +2x3-6x* +x-3=0, em que —i é raiz dupla.

o S={-ii3]
Dada a equacéo Sx?—515+3x"+?x2—x+3=[], é

possivel afirmar que ela possui ao menos uma

Sim, pois se uma equacao

raiz real? Justifique. polinomial de coeficientes reais

dupla e 3 seja raiz simples. Uma possivel resposta:
x®=1M* +50x" =118x* +145x =75 =0.

x"+9x*-81x*-729=0, em que -3i é raiz dupla?
S={-3-3i3i 3]

i NA0 e raiz e =j e raiz; Nao,
pois os coeficientes da
equacao nao sao todos reais.

polinomial? Justifique.

. Sabendo que 1-i e 4 sdo duas das raizes da
equacao x*+ax*+bx+c=0, emque a, b e c sdao
numeros reais, determine a terceira raiz da equa-

terceira raiz: 1+i;

dao e os valores de a, b e c.
¢ a=-6: b=10; c=-8

O polinédmio p(x) de coeficientes reais e grau 5,

em que p(3)=100, admite 2-2i como raiz de
multiplicidade 2, e =1 como raiz simples. Escre-

va o polindmio p(x). p(x)=x"=7x* +24x* - 32x* + 64

Considere o polindmio de menor grau g(x) de

coeficientes reais em que —4+2i e 3+i séo raizes
de multiplicidade 2, a € uma raiz real simples e

a soma das raizes é igual a 0.
a) Determine o valor de a. a=4
b) Qual é o grau do polinémio g(x)? gr(a)=9

c) Fatore o polinémio g(x) em fungéo de suas rai-

zes, sabendo que o coeficiente dominante é 1.
g(x)=(x+4=20F - (x+4+2if - (x=3=0f - (x=83+i)° - (x=4)

A soma e o produto das duas raizes complexas ndo
reais da equacao polinomial x*+mx*+(2-3i)x-n=0

sao, respectivamente, —i e 2.

a) Essa equacao pode apresentar duas raizes
complexas em que uma nao seja o conjuga-

L Resposta no
do da outra? Justifique. & "5 o

b) Calcule os valores de m e n. m=i-3; n=6

c) Quais sdo as raizes dessa equacao polinomial?

-2i,ie3
Resolva as equacodes.
a) 5x*-31*-29x+7=0

E=J[—T.1,?}
2

b) 4x*+4x>—x-1=0

Bedodal d
2'2

Qual é o grau minimo da equacéo de coeficientes
reais que admite 2 como raiz dupla e 3—-i como

Determine o conjunto solugédo da equagao

Qual é o conjunto solugdo da equacao dada por

Os numeros complexos conjugados i e —i sao
raizes da equacdo x°+(i+1)x*+(i-6)x-6i=0? O
resultado que voce obteve contradiz o teorema
que trata das raizes complexas de uma equacao

96.

97.

98.

99.

100.

101

102.

Os valores numéricos das dimensdes de um
paralelepipedo reto retdngulo, em metros, séao
dados pelas raizes da equacao polinomial

12x* —=19x* +8x—-1=0. Qual é o volume desse
paralelepipedn?% m®

A equacao x°—16x"+53x*-64x*+52x—48=0 ad-
mite a raiz complexa —i e uma raiz real de mul-
tiplicidade 2.

a) Essa equacédo admite quantas raizes comple-
Xas nao reais? 2

b) Determine o conjunto solucdo dessa equacao,
sabendo que 12 é uma raiz.S={-i,i2,12}

Sabendo que a equacédo 3x*—x*-6x+2=0 é divi-
sivel pelo bindmio (x—m), com meQ, determine

o valor de m. m:%

Em relagédo as raizes de p(x)=4x’+4x*-x-1, é

correto afirmar que: c
a) uma raiz € irracional
b) duas sao imaginarias puras
c ) as trés sdo racionais
d) nenhuma é racional
e)

apenas uma é racional

o . ; , 184n
Um reservatorio cuja capacidade e m® tem

a forma de uma semiesfera acoplada a um tron-
co de cone, como indicado na figura. Qual é a
medida do raio da semiesfera? 2 m

4m

o =

|
1
I
I
]

B m

Acerva da editara

ikt i e T

|
i
: 2r
Quais sao as raizes racionais do polinémio dado
por p(x)=4x°-38x>=2x"-3x*~x*+6x-1? 1 e -1

Sendo a, b e c as raizes de p(x)=x"+x*-7x-15,
determine o polindmio h(x) cujas raizes s&o a+2,
b+2, c+2 e h(0)==5. h(x)=x*-5x* +x-5

103. A equacédo x*-15x*-mx+21n=0, com m e n intei-

ros, admite como raizes trés numeros inteiros
impares e consecutivos.

a) Determine as raizes da equacao. 3, 5e 7
b) Quais sdo os valores de m e N? m==71;, n==5
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Ser consciente

Fontes de pesquisa:
<www.censo2010.
ibge.gov.br/sinopse/index.
php?dados=4&uf=00>.
Acesso em: 18 jan. 2016.

<http:/esa.un.org/
unpd/wpp/DataQuerny=.
Acesso em: 18 jan. 2016,
<htip:/biblioteca.ibge.gov.br/
visualizacao/ivros/livd1229, pdfs>.
Acesso em: 27 abr. 2016.
br/populacac/esperancas-de-
vida-ao-nascer.htmk-.
Acesso em: 18 jan. 2016.
br/populacac/taxas-de-
fecundidade-total htmie.
Acesso em: 18 jan. 2016.

”Me

enos criancas, mais idosos

BN EEEEEEE BEEEEEEE

Em 1950, a quantidade de pessoas com 60 anos ou mais no Brasil correspondia a
cerca de 5% da populagcdo. Em 2010, esse percentual era de aproximadamente 10%
e, projecoes sugerem que, em 2050, chegue aos 30%.

O envelhecimento da populacao brasileira esta associado, dentre outros fatores,
ao aumento da esperancga de vida ao nascer, que saltou de cerca de 69,8 anos em
2000 para aproximadamente 75,4 anos em 2015, e a reducao da taxa de fecundidade.

As projecoes também mostram uma tendéncia a reducao da populacido econo-
micamente ativa (de 15 a 59 anos), o que pode trazer escassez de trabalhadores,
lentidao no crescimento econémico e desequilibrio no sistema previdenciario.

Em uma perspectiva mais otimista, devemos enxergar o aumento da esperanca de
vida como algo positivo, uma vez que & consequéncia de avancos em salde publica,
educacéo e desenvolvimento econémico. Com planejamento adequado e adotando-se
estratégias, como alteragcdes nas regras de aposentadoria, treinamento e oportunida-
des para trabalhadores mais idosos, os impactos citados podem ser minimizados.

Mudancas na piramide etaria brasileira

Piramide etaria - Brasil - 2000 Piramide etaria - Brasil - 2030*

9 pu mais
B5a a5
B0 aad
T5ava
T0aTa
65 a 68
60 a 6d
55a58
50a54
d5a 45
#0544
35a 38
30a34
25a29
20a24
15819
1M0a14
589
Oad

llustragdes: Acervo da editora

75 50 25 00
Homens

*Projecao
Fonte: <www.ibge.gov.br/apps/populacao/projecac/index.himi>. Acesso em: 23 dez. 2015.
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Analisando com cidadania

a) Vocé ja presenciou alguma situagdo em que um idoso nao teve seus direitos
respeitados? Converse sobre isso com o professor e 0s colegas.Resposta pessoal.

b) Cite atitudes que podemos ter para contribuir para uma vida melhor dos idosos.
Algumas possiveis respostas: ceder lugar em assentos ou em filas; auxiliar na travessia
de ruas; visitar casas de repouso para idosos.

Analisando com Matematica

c) No grafico a seguir estdo representadas as porcentagens da populacdo de
idosos (60 anos ou mais) no Brasil em alguns censos realizados pelo IBGE,
e também o modelo polinomial ajustado a estes dados, cuja equacao € dada
por p(x)=0,0006x* —0,0037x*+0,0174x +0,0361 (considere que 1970 corres-
ponde a x=1, 1980 a x=2, 1991 a x=3, 2000 a x=4, 2010 a x=5, 2020 a
Xx=6 e 2030 a x=7).

12%
b O
8% Veja mais informacdes sobre I\
piramides etarias, esperanca
6% de vida e taxa de fecundidade
da populacao brasileira no site:
4% 2 » <http://tub.im/wczgmk>
2% = (acesso em: 6 abr. 2016)
a
0% Ano ¢
1970 1980 1991 2000 2010 g
X

Fonte: «<www.ibge.gov.br>. Acesso em: 23 dez. 2015.

» Qual o grau do polindmio apresentado? grau 3

P Resposta esperada: a porcentagem da populacao de idosos
= O que significa p(ﬁ)? projetada para 2020.

« Estime a populacdo de idosos para 2030 por meio do modelo polinomial
apresentado. Para isso, utilize uma calculadora. 18,24%
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Acessando tecnologias .-

Nesta secao, indicamos algumas dentre as diversas possibilidades de utilizacao do compu-
tador na abordagem de temas matematicos. Nesse sentido, sugerimos o trabalho com progra-
mas computacionais especializados que contribuem para a visualizacao e verificacdo de pro-
priedades e auxiliam na resolucao de problemas, uma vez que permitem construcoes e efeitos
pouco viaveis ou impossiveis de serem realizados apenas com lapis, papel e instrumentos de
medicao e desenho.

Convidamos vocé para conhecer e explorar o uso desses recursos computacionais e expe-
rimentar, de diferentes maneiras, os conteudos matematicos presentes em seu livro, procuran-
do tornar o estudo mais interessante e dinamico.

GeoGebra

O GeoGebra é um software dindmico de Matematica que representa conceitos de geometria
e algebra. Nesse programa, podemos realizar diversas construcoes geomeétricas utilizando pon-
tos, retas, circunferéncias e outras curvas, considerando relacoes entre os elementos envolvi-
dos, como posicdo relativa, pertinéncia e intersecdo. Na Janela de Algebra, podemos visualizar
a expressao algébrica associada a cada elemento apresentado na Janela de Visualizagao.

Utilizado em escolas e universidades de diversos paises, o software pode ser obtido gratuita-
mente e esta disponivel em varios idiomas, inclusive em portugués. Vocé pode fazer o download
no site <http://tub.im/99tt4j>.

Observe a representacao do GeoGebra e algumas de suas funcoes.

TR LR R TR E RN

Mede o coeficiente angular
de uma reta, semirreta ou
segmento de reta.

Marca a representacdo de um ndmero
complexo no plano Argand-Gauss.

Cria a representacao de um
angulo com medida fixa.

B R R R

Cria um ponto no
plano cartesiano.

Cria um controle
deslizante para variaveis.

partir dos focos e de dados um ponto de
um de seus pontos. cada lado e o vertice.

R R R R R R

:
L]
L
'y . L . -
Constroi uma elipsea »« Determina um angulo
:
L
-
L]

IR R ERER L ENNE N NN]]
|

irm L
ﬂw‘. :II‘IIIII' LR B I ] - n x
P:q.mllu Ectcu Endir Ophes Femamentas Ja-uia ﬁqm.lﬁ Entrar.
S s L o S > e SR R
Seleciona objetos e move | T ' = =
~ A 15* ©.
elementos e construcoes ‘E[ ."‘r E @ ‘{‘g \,_, ABE 3 o
geometricas. b Janeia I:H!Hgim b Janela de Visualzagho 7
. 8
 FEFEEEE S I'I--'-'I“f:
.
. .
Constroi uma reta a partir .
de dois de seus pontos. . =
: 4 :
’ £
- o
LA N N R N RN NN N RN E
! 3 3
. . g
i - L
Cria um vetor a partir de sua . 4 ‘-;g
origem e da outra extremidade. . 2 B
& L)
: 5
. £
L B ‘ E‘T
s
=
L] =]
Translada um ‘ul'EtlEIl!' para b 3 = - 2 r T I 3 T 3 * |5
outro ponto de origem. i
=
=1 4 E
Entrada &
Campo onde se insere expressdes Bespeses E
matematicas para a construcao s %] E
de graficos e outros elementos.
eifeas - )
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Construcao de retas

Esta atividade pode ser proposta ao final do estudo do capitulo 2. .
A seguir apresentaremos diferentes maneiras de construir retas, utilizando o programa com-

putacional GeoGebra.

Exemplo 1: Construir no plano cartesiano
a reta de equacgao y =—-4x+5.

Digite a equacao da reta no campo Entrada
e pressione a tecla Enter.

Para exibir a malha quadriculada,
cligue com o botao direito do
mouse sobre uma area do plano
cartesiano sem objetos e
selecione a opcao Malha.

Exemplo 2: Construir uma reta que passa
pelos pontos A(-3,-1) e B(1,5).

(1) Acesse o menu Arquivo e escolha a
opcao Nova Janela para abrir um no-
vo arguivo. Em seguida, crie o ponto
A, digitando A =(-3,-1) no campo En-
trada e pressionando a tecla Enter. De
maneira semelhante, marque o ponto B.

@ Selecione a opcéo Reta no botéo

e cliqgue sobre um ponto e de-

pois sobre o outro. Observe que a
equacao da reta aparece na Janela de
Algebra.

Para exibi-la na forma reduzida, clique
com o botao direito do mouse sobre a
equacao e escolha a opcac Equacao
y=ax+b.

£ Comtruchs de retes. gob o
Arguvo Ediler Ewpe Opgies Femamentas Jansls Ajuda
A | ) || | . [ lawa | = [
-1' '."‘7""‘.—-5' DE'GT'I_@?_Z.Q:"\\UI‘E?E e ’f'? o .
b Jameindohigebrs = A | P Jenels e Visuskzache =
Hats . :
& Ey-dxsd
:
4
31 |
21
LK
[
-4 = 3z 1 ] |\ 2 3 4 . Y
=1
Entada =
€ GeeGeta ~ - e
hropeve Edier Embe OppBey Feramaenias Jenels Ajuds
=u
0 DRSO NS S —m
’ SRR 00 AFEEED b mumﬂ.‘h =
Puadilg l.
L “
= ]
. L
-
¥
5| |
2
¥
ﬂ -
-4 -3 - | L] 1] I 3 1 d H H
A
L i
3
R £
7 Constraghs de retas gab T
Mgeeo Edlir Exlie W-;h: Ferramwntas J.-...t..,.h.__“_ - e L _
- | | =2 I ﬂ.,
- -
"'"_,-"'m L‘?—Q'I \vm::.li' - -
v sanetn de Aigeora ‘;-"’H .I-—u\.r-m-;ln =%
u 1
& A=(2.1)
& B-n.9 .
Reta H
@ Eys1Sxze15
o
q4
3 1
L&
i
= =3 - i B ¥ 3 3 7 .
A
=g
Enlrnda 1

199

Irage ms: GeoGebrast, 5.0.2090.0-30/International Geolebra institute

Acessando tecnologias



Exemplo 3: Construir uma reta que passa pelos pontos C(4, —2) e tenha inclinacao de 45°.

@ No menu Arquivo, escolha a opcac Nova Janela para abrir um novo arquivo. Em segui-
da, crie o ponto C, digitando C =(4, —2) no campo Entrada e pressionando a tecla Enter.
Crie um ponto D com a mesma ordenada de C e abscissa diferente. Abaixo, escolhemos
o ponto D(8,-2).

Selecione a opcdo Angulo com Amplitude
Fixa, clicando no canto direito do botao

Angulo
a e e
. Clique sobre D e C, nesta ordem, a5l !

para abrir a janela ao lado. Preencha 45° | (@ sentido anti-hordrio
em ﬁngu[n, marque sentido anti-horario (7) sentido hordrio
e cliqgue em OK para visualizar a repre- .

€2 Angulo com Amplitude Fixa b4

sentacdo do angulo [DﬁD*:dE“]. OK || Cancelar |
@ Selecione a opcdo Reta em e clique sobre os pontos C e D"
Observe que a equacdo da reta aparecera na Janela de Algebra.
¥ Construgic de retas.ggh - DO X
.l-rmm EH.M_EI:—H 'l:ll:ll_,‘.ﬁ-ll me: Jmtll_l_.;fﬂ_.l g = - =g .= __E_n'!:lrm__
s % | | - = | S
&J.A’ﬁf*“'b@@%\mJ "’ e
b Janeia oe Migecra b Janeia ge Vissanragho
Ponto
® C-|4.-2 | 3
® D-(8 -2
@ D= |[&83, 0.B3)
P —— =
Anguio |
® o=45 .
"]
v e
=14
o
4;
i 4
Emrndi T B

Em tndn5 os exemplos, para wsuallzar 0 anflclentE angular t:la reta, basta clicar no canto

g’ '
inferior direito do botao , selecionar a opcao Inclinacao em |& e clicar sobre a reta.

L
Y —

T =
fAtiUidadEE\E Anote as respostas no caderno.

International

Geolebralnstitute

Imagens: Gealebras
. 5.0.209.0-30/

1. Construa no GeoGebra uma reta:
Diga aos alunos que representamos as fracoes no GeoGebra utilizando a

a) de equacao y =—x—5: barra (/) e a fragao entre parénteses. Assim, a equacao do item a deve

4 * ser digitada y=(3/4jx-5. Lt haans e
Nos itenS b e c, indique
b) que se pelos pontos: = -Bx+7 il

) que passe pelos p s: (8- ) (1 4) ¥= oA as equacoes na forma
c ) que passe pelo ponto {-?, 1) e tenha inclinacao de 135°. y=-x-6 | reduzida.
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Construcao das conicas

Esta atividade pode ser proposta ao final do estudo do capitulo 3.
No programa computacional GeoGebra ha construcoes geométricas que podem ser realiza-

das de diferentes maneiras. Pode-se, por exemplo, utilizar diferentes conceitos algébricos ou
geomeétricos para construir o mesmo objeto. Como exemplo, veremos a seguir duas maneiras

(x-2 (-0

de construir uma elipse.

Exemplo 1: Construir no plano cartesiano a elipse cuja equacao é dada por

Digite a equacao da elipse no campo Entrada e pressione a tecla Enter.

4

Para isso, utilize o acento circunflexo (M) para inserir os expoentes e a barra (/) para as fra-
¢oes. Ou seja, a equacdo devera ser digitada da seguinte maneira: (x=2)A2/4+(y-1)A2/16=1

€7 Construgio das conicas.ggb

Conica
@ Cx' e 025 dx .05y = 025

|
|
1
|
|
|
|
|
|
|

Arquivo Editar Exolr Opcdes Ferramentas Janela ajuda

.

| R‘;-'! 'An-.'g"‘:". ‘:7':" I::a:. G)r‘ Qq d:'q-l Nm;' ::3:1!

} Jansla de Agedra -.'.!-_':,.]r Janela de Visuahtagho

ELY

Exemplo 2: Construir uma elipse com focos F, (—4,2) e F. (—4,8) e que passe pelo

P(0,5).

@ Acesse 0 menu Arquivo e es-
colha a opcao Nova Janela pa-
ra abrir um novo arquivo. Em
seguida, crie o ponto F, digi-
tando F1=(-4,2) no campo En-
trada e pressionando a tecla
Enter. RHepita o procedimento
para marcar os pontos F, e P.

ponto

) Comstrughe cas conicas.ggb

Mguwd Edtar Expir Opclied Fimdmenas Janels sudd

IS %820 s FANTE

B Sarsln o Agehn
Ponig
& M-(47
@ Fi=d.m
& Pe0,5

Ertradi,

e

b Janela ds Visvalizacio

=7
L

@

Fi

B

Imagens: Geolebra 5.0 209.0-30nternational Geolebralnstitute

201

Acessando tecnologias



202

@ Selecione o botao e clique sobre os focos e o ponto P (pertencente a elipse),

nesta ordem, para construir a elipse no plano cartesiano.

Note que a equacdo da elipse aparece na Janela de Algebra. Para exibi-la na forma reduzi-

da, cligue com o botao direito do mouse sobre a equacao e escolha a opcao Equacao
2

(x—m)2!32+(y—n) /b* =1. Assim, obtemos a equacao reduzida da elipse construida.

¢ Constuglo das conicas.ggb - i
Arquive Edtar Exioi npqa-u Faramentas ianeia n.pm Entar
7 &
b mum ) Jmuuu-n-pn 1 = ’ |
@ cifnedfi1B+y-5F125=1
Ponito
® F1=(417)
& Fil=j4.8)
& P=(0 5
=
=
H
=
[+
5
X
i{ 8
=
| =
=
2
"
5
=
3
=
=
~
| o
uh
=
3
|
L
s
=
-'n T & NE
= ; .l
Entraga f & £
—

o o=
/AtividadES\E Anote as respostas no cadernao.

1. Construa, no GeoGebra, a elipse de equacéo:

2) (x-3) +(y+1] _
16 4

b) (}{—2) _]_(1-""_2) —1
8 25

c) 15x" +32y* =100

2. Reproduza no GeoGebra a elipse representada em cada item e determine sua equacao
reduzida.

a) vy b) W = {yé} =1 c) y

s iraches: Acervo da editora



Numeros complexos
Esta atividade pode ser proposta ao final do estudo do capitulo 5.

No GeoGebra, é possivel realizar calculos com numeros complexos e representa-los geo-
metricamente. Para isso, podemos considerar o plano cartesiano da Janela de Visualizacao
como o plano de Argand-Gauss. No exemplo a seguir, representaremos geometricamente o
produto de dois numeros complexos.

@ Para inserir um numero complexo, digite, no campo Entrada, uma expressao numeérica
qualquer contendo a unidade imaginaria (i) como, por exemplo, 1+2i, e pressione Enter.
Note que o nimero z,=1+2 é exibido na Janela de Algebra e é representado por um
ponto no plano cartesiano.

Depois, clique no canto inferior direito do botao , selecione a ferramenta Vetor em

midade no ponto cujo afixo e z..

2 Numeros complescs. ggb - O b4
Arquive Edtar Eutir Opgles Femamsntas Jjansts Ajuda Entrar
& | [
R | il LA ? o
Lol ¥l e\ g e L, 4 N S
P Janala de Algedra A | ¢ Janeia de Vissakzacho o
@ L~1ed M Podemos também inserir
Ponts .
B Al urrb1inumern complexo
Vislor utilizando a ferramenta
®u= (;) 3 Nimero Complexo, que
pode ser acessada
clicando no canto inferior
4
direito do botao
| ,
" ’ " - " ey selecionando |Memed]
= | = | 2 3 =
=]
|
Enfrads- i @

@ Selecione a ferramenta Controle Deslizante no botéao | e dé um clique na Janela
de Visualizagcdo. Aparecera uma caixa na qual deve ser selecionada a opgédo Angulo. Na
sequéncia, verifique se o intervalo comeca em 0° e termina em 360° e se o incremento
é 1°, e clique em OK. Com isso, criamos a variavel o, cujo valor pode ser alterado pe-

lo controle deslizante, variando de 0° a 360°.

Controle Deslizante x
() Nimero L i
® Angulo - g

O Intsiro [] Aleatério (F9)

Intérvalo  Controle Deslizante  AnimacSo

min; 0" | max 360" Incremento: |1*

OK || Cancelar

Imagens: Geolebrasy. 5.0.209.0-307
International Gealebra Institute
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@ Insira um numero complexo w de moédulo igual a 1 e argumento o. Para isso, digite no
campo Entrada w =cos(a)+i*sin(c) e pressione a tecla Enter.

De maneira semelhante a etapa 1, trace o vetor carrespnndente a w.

Com a ferramenta Ponto, , margue o ponto B(10) e, com a

ferramenta Angulo, selecionada no botao [Mesd
senta w, nessa ordem.

cliqgue em B, A e no ponto que repre-

€ Numeros complesos ggb - (] »
Arquive Eottar Exbir nm:ﬂ-u Femamantas Janeia Auda Entrar
= — = iy
A_ IE: .'1 T J it
R*‘! e |> G} T@ \w- J r ®
........................ . m““ a b - i 'M_
Observe que, na Ny Colighios
= - ® w=071+071i a= a5
expressao, o asterisco ® 1,~1+2 il "
(*) representa a Ponto
4 a = .. A.{t“
mult[pllc?gan. ea S bt
funcao trigonomeétrica Vetor 3
seno é inserida com o ®u= (;)
comando "sin”. =k (._")
Para inserir o simbolo . 0.711 q
o, voce deve clicar no g 0
® p-45
- o
botao = , que
aparece no lado
direito do campo " - . * . ——
-3 - 1 - a 4
Entrada guando este
esta selecionado.
=1 o
Entrads s @

@ Ao realizar o produto de z, por w, o resultado correspondera a rotacao de z, em um
angulo o em torno da origem, em sentido anti-horario.

Para verificar esse fato, digite no campo Entrada o produto = (z_1)*w' e pressione a tecla
Enter. Trace também o vetor correspondente ao produto (z,).

Observe o que ocorre com o produto, quando o ponto correspondente a z, € movido ou 0
valor de o é alterado. *Diga aos alunos que (z _1) corresponde ao vetor z,.

) Numeros complesos.ggh - o ®
Arquive Eotar Embir Opgles Ferramentas Jansia Auoa Entrar
T s e e a e s A A : ™ I ;' == ‘!‘{% =T —— J [
Observe que o ponto !__'._?. ii::f‘_?‘.'.;?_-?'.@f.'_gz-____ 0| | @ L Y
EﬂrrEEP{mdentE a z! b Janala de Algedra Z | ¥ Janeia de Vissalizacio — =
pode ser movido com o n= 45" ]
a ferramenta Mover, @ =1+ — 2
selecionada no botao Wit T £
- Ponly =
® A=(0,0) v -
® B=(1,0) §
| Vitor 2
£l Porém, oy (—I.H) -
somente € possivel 242, 45
alterar w por meio do ®u= (:) E
controle deslizante, 0.71 £
ev=(n) S
uma vez que depende .n 9
Anguio o
| de a. & G=ats g
@ p-45 S
- - - - - - s
-3 -2 1 2 3 + &
5
&
8
e
=1 o E
o
Entrada LA H
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it

Anote as respostas no caderno.

/ Atividades \

1. Abra uma nova janela e represente no GeoGebra dois numeros complexos arbitrarios por
meio de vetores. Depois, represente geometricamente a soma desses numeros por meio
da regra do poligono.

o

Imagers: GeoGebrasy, 5.0.200.0-30/
International Gealebra Institute

Dica: Utilize a ferramenta Vetor a Partir de um Ponto para obter um vetor equivalente a
outro, mas com a origem transladada. Para isso, cligue no canto inferior direito do botao

¥, selecione a opgao ke
deseja translada-lo.

LibreOffice Calc

O programa Calc € uma planilha eletrénica do pacote LibreOffice, versao gratuita de aplica-
tivos que inclui, além da planilha, editores de textos, de apresentacoes, de desenhos e banco
de dados. Para fazer o download e instala-la, basta acessar o site <http://tub.im/bixzay>.

wati, Clique sobre o vetor e o ponto de origem para o qual

As planilhas eletronicas séao tabelas que podem ser preenchidas com diversas informacoes,
como textos, dados numéricos e formulas. Além disso, elas possibilitam a organizacao de
dados e possuem recursos para realizar calculos, construir graficos, restringir dados, preen-
cher automaticamente, entre outras funcdes. E importante destacar que uma planilha é dividi-
da em regioes retangulares, denominadas células, indicadas pelo cruzamento de uma linha
(representada por um numero) com uma coluna (representada por uma letra).

No esquema a seguir, sdo apresentados alguns recursos da planilha eletronica Calc, que
serao utilizados nos exemplos e nas atividades propostas na secao.

Caixa de nome Guia de autopreenchimento Botao de graficos

Abre o
assistente de
configuracdo de

Indica a celula
selecionada ou o
intervalo de celulas

Pode ser usada para criar alguns tipos de
sequencia. Apresenta-se como um
guadrado preto no canto inferior direito

II‘!‘I""'IIH.

selecionado. das celulas selecionadas. um grafico.
| |®] S-E-mh’tuhl-hb-rtﬂfﬁc:falc - O X
mu&u Editar Egibir [nsenr Eormatar Fgrramentss Dados Jenels Ajyds - X
Ee-He@ k-3 - Q% e seE -
" » o 3
(swenses M0 | @ Qi@ BB == 5 b %oo[] s
B : ¥ =
L
Eev el SOkl A AT ok [k R O N W Vi -
1 .
2 .
3 : -\
4 .
5 : ]
6 . .
B : ©
8 .
g : Fx
| 10 2 8
" . =
1<-1-I¢-I¢-E %
13 _ =
14 2
15 S
.5 8
17 E
18 o
19 A
0 3
21 | = %
< > g
[ AP Bl === . : - it &
Plnitha1de1 | Padric @ [T T somes0 |- ——o——+ wox &
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Juro e sistema Price

Esta atividade pode ser proposta ao final do estudo do capitulo 1. ) _ ) o _
A planilha eletrénica Calc é util para abordar diversos conteudos relativos a Matematica fi-

nanceira. Apresentaremos dois exemplos, sendo que em um deles calcularemos juro simples
e juro composto e, no outro, criaremos um demonstrativo de amortizacao no sistema Price.

Exemplo 1: Juro simples e juro composto.

Para este exemplo, vamos considerar uma aplicacao de R$ 15 000,00, com taxa de juro de
0,8% a.m., pelo periodo de 10 meses. Calcularemos o juro simples, o juro composto e os
montantes, referentes aos dois casos, ao final de cada periodo.

(1) Inicialmente, preencha os campos como apresentado a seguir.

B C D E
Juro composto  Montante 1 Juro simples Montante 2
R$0,00  RS$15.000,00 RS 0,00 R$ 15.000,00

&

Selecione a celula A2,
cligue sobre a Guia de
autopreenchimento, no
quadrado do canto inferior
direito da célula, e arraste
ate a celula A12 para obter
a sequéncia dos numeros

naturais de 0 a 10 no
intervalo A2:A12.

L)

ol

ol

|

il
=

.\.

Emm-.:m:.n.hmm\v—ﬂg:r

.
-

:

—
Pl

.

{E Para calcular o juro simples e o juro composto ao final do primeiro més, digite =0,008*C2
na célula B3 e pressione a tecla Enter; e digite =0,008*C$2 na célula D3 e pressione
Enter.

Digite =C2+B3 na célula C3 e pressione Enter; e digite =E2+D3 na célula E3 para calcular
o0s dois montantes ao final do primeiro més.

Selecione o intervalo B3:E3 e utilize a Guia de autopreenchimento, arrastando-a até a
linha 12 (correspondente ao 102 més) para preencher automaticamente o juro simples, o
juro composto e os montantes ao final de cada periodo.

B s e | e e e e e
1 Periodo Juro composto  Montante 1 ~ Juro simples Montante 2
2 0 R$ 0,00 R$ 15.000,00 R$ 0,00 R$ 15.000,00
3 1 R$1512000 R$12000 R$15120,00 | _
A 2 R§1209  R$1524096 R$12000 R$15240,00 | ;2
5 3 R$12193 | R$1536289 R$12000 R$15360,00 &%
b 4 R$12290 | R$1548579 R$12000 RS 15.480,00 38
7 5 ' R$12389  R$15.60968 R$12000 RS 1560000 &%
. 6 R$12488 | R$1573455 R$12000 R$15720,00 | 2
9 7 R$12588 | R$1586043 R$120,00 R$15840,00 | 22
o 8 R$12688  R$15987,31 R$12000 R$15.96000 @ =%
i 9 R$127.90 | R$16.11521 R$12000 RS$16.080,00 | &
12 10 R$12892  R$16.24413 R$12000 R$16.20000 A6 ¥

Para que o juro simples calculado na célula D3, relativo ao capital de R$ 15 000,00
(célula E2), seja mantido nas células abaixo, guando utilizamos a Guia de
autopreenchimento, utilizamos o simbolo % (cifrdo) em = 0,008*C%2.

Exemplo 2: Demonstrativo de amortizagcao no sistema Price.

Considere um empréstimo de R$ 10 000,00, para ser pago em 12 prestagées mensais a
taxa de juros de 1,8% a.m., no sistema Price. Utilizando a féormula apresentada no capitulo 1,
temos que o valor de cada prestacao € dado por:

p—_ ¢t __ 10000-0.018 _q34 02 —5 aproximadamente R$ 934,02

~(1+i)" 1-(1+n,n1a)
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@ Abra uma planilha e preencha os campos como indicado a seguir, digitando o saldo
devedor inicial R$ 10 000,00 na célula E2.

I L I c :' D il |
Pagamento Juro Amorizacdo = Saldo devedor
- - - R$ 10.000,00

ik
RESwoD~NoOnEWNELOD | P

@ Digite o valor R$ 934,02 na célula B3; preencha =E2*0,018 na célula C3 e pressione a
tecla Enter. Digite ainda =B3-C3 na célula D3 e pressione a tecla Enter, e =E2-D3 na
célula E3 e pressione Enter.

Observe que os resultados das células C3, D3 e E3 correspondem, respectivamente, ao juro,
a amortizacao e ao saldo devedor relativos a primeira parcela.

8 P &Y = en

— T E=—i—F 1T 5 T
1 n Pagamento Juro Amortizacdo  Saldo devedor
2 0 - - - RS 10,000

5 1 R$93402 RS$180,00 RS 75402 ﬁ
4 2

@ Como os valores das parcelas sdo os mesmos, é possivel copiar o valor R$ 934,02 da
célula B3 para as células seguintes, selecionando-a, pressionando a tecla Ctrl, e man-
tendo-a pressionada, e utilizando a Guia de autopreenchimento até a linha 14 (corres-
pondente a 122 parcela).

Selecione o intervalo C3:E3 e utilize novamente a Guia de autopreenchimento arrastando-a
até a linha 14.

B — —
1 Pagamento Jurg Amotizaclo  Saldo devedor
- - R$ 10.000,00

R$934.02 R$754.02 RS BMH _
RS 934,02 |_ﬂ$§_ﬂi_ _'_l RS 767,59 nsamaa_
R$93402 | RS15261 RS78141 R$76%98
R$92402 | RS13855  R$TI5A7 mm
R§93402 | R$12423  RS80979  R$6.09L71
R$ 934 02 RS 109,65 R$82437  R$526734
RS$ 934,02 R$S481  R$E3321  R$442813
RS$ 934,02 RS7971  R$S85431 R$357382
RS 934,02 R§6433  RSBE969  R$270413
R%$ 934,02 RS§4867 HS;IHE.H : E’SI,.EJ.BJI
R% 934,02 R$3274  R$901,28 FEEI?IEB
R$93402 | RS1652 R$ 917,50 RS000 |
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REBvwo~wonswn-=O D3|

Imagens: LibreOffice Ea!.c..-"'.l'.E.ﬂ_!-l.-“

it

fﬂt]u‘]dades\ Anote as respnstas no caderno.

1. Faca a simulac@o de uma aplicacdo de R$ 5 000,00 & taxa de juro composto de 0,95% a.m.
e outra de mesmo capital a uma taxa de juro simples de 1% a.m.

a) Ern %ual das duas agllca DES -:1 mﬂntante sera maior ao final do 82 més?
DI{: QEGEIEKE E]I._Er' sim ES de 1 nEllTI

b) Qual dos dois nEDS de aé:) icacao @ mais uantajlc:-su'? Resposta esperada: Se o montante for
retirado ate o 112 mes, a aplicagao a taxa de juro simples de 1% a.m. e a mais vantajosa; a partir do

122 més, a aplicacao a taxa de juro composio de 0,95% a.m. passa a ser a mais vantajosa.
2. Construa um demonstrativo de amortizacao no sistema F‘TIEE de um empréstimo realizado

no valor de R$ 35 000,00 a uma taxa de juro de 1,25% a.m. no periodo de 60 meses.
a) Se, ao final de dois anos, o cliente quiser quitar o restante de sua divida, qual sera o
saldo devedor? Neste caso, quanto ele ja tera pago de juro? R$ 24 019,54; R$ 9 003,14

b) Observando a coluna dos juros, percebemos que os valores sdo decrescentes ao

longo do tempo. Por que isso ocorre? Resposta esperada: Porque o saldo devedor, pelo qual
se calcula o juro, diminui ao longo do tempo, engquanto a taxa de juro se mantem.
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Construcao de graficos
Esta atividade pode ser proposta ao final do estudo do capitulo 4.

Por meio do Calc podemos construir diferentes tipos graficos, com base em dados inseri-
dos na planilha. Veja nos exemplos a seguir, como procedemos para construir um grafico de
barras verticais e um de setores.

Exemplo 1: Construcao de grafico de barras.

@;f Utilizaremos a tabela da atividade 15 da pagina 121 para realizar este exemplo.

Inicialmente, preencha as células com os dados dessa tabela, conforme segue.

- B
1 |Exata 13
2 |Humana 3
3 |Biologica 9
4 |Tecnologica 10
(\?} Selecione o intervalo A1:B4 e clique sobre o botéao para abrir a janela Assistente

de graficos. No campo Tipo de grafico, selecione a opcédo Coluna. Clique em Elemen-
tos do grafico, preencha o titulo do grafico e dos eixos, como apresentado a seguir, e
cligue em Concluir.

Assistente de graficos x
P Escolha os titulos, legendas e configuragbes de grade

Tiulo Distribuigdo des curses por érea de conheamento [] Exibir legenga
1. Tipo de grafico : A poouards

Subtitulo =
2.Intervalo de dados = A dieita
3.Série de dados EwoX  |Ares de conhecimento "
DS ol  Quriddececusod

Exibir grades
[JEmeX [FlExoY Eing
Auds <<Volar | | BibNmass Concluir Cancelar

{E} Para alterar algum elemento do grafico, basta clicar sobre ele com o botdo direito do
mouse e selecionar a opcdo desejada. E possivel ainda reposicionar e/ou redimensionar
um elemento clicando sobre ele e fazendo os ajustes.

» "’ = l"
- - —-— " ‘
Distribuigao dos cursos por area de conhecimento
5
. Quantidade de cursos | &
=
14 - E
12 | B
§ O
10 - =
i L
. : S
|- | !"‘l
g =
A
e
' |3
'3
5 - . 3
Eamn Humans Bialbgica Tecnoldpca Araa de —'
corhecimento ,E:
L 2 AE
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Exemplo 2: Construcao de grafico de setores.

@ Para este exemplo, utilizaremos dados da tabela de frequén- - B
cias apresentada na atividade 36 da pagina 138. 1 Altura Frequéncia ()
2 17Tm|-18m 4
Inicialmente, preencha os dados correspondentes as classes e a 3 |18m|-19m 7
frequéncia absoluta, como apresentado ao lado. 4 18m|-20m 6
. P 5 120mf-21m 2
6 [21m|-22m 1
@ Com o intervalo A2:B6 seleciona- | asssente de grificos X
Passos Escolha os titulos. legendas e configuragdes de grade
. . Titulo am besquete em uma equipe juvenil em nwi-ndt.a'.l'iﬁ b] Exibir legenga
do, clique sobre o botéo R S Subtibulo O A gsquerda
. . 2.intervale de dados _ ® A digeita
No Assistente de graficos, sele- |, ... . ssdos Fo o
clone a opcao Pizza no campo | S it Y O Embaio
Tipo de grafico, preencha o titulo o 2
no campo Elementos do grafico Exibir grades
e cligue em Concluir. B ey PR E
| *.I |ﬂl -| {{w hj.ﬁ. Cﬂﬁﬂlﬂl 'Cll'ltlll I
@ Clique no gréfico de setores com o botao direito do mouse e selecione a opcéo Inserir
rotulo de dados. Cliqgue novamente com o botao direito no mesmo local e selecione
Formatar rétulo de dados. Ajuste o campo Rotulo de dados como apresentado a seguir
e cligue em OK.
F r = .|
Rétules de dados pars 8 sént de dados ‘Cobuns B X .
Altura dos atletas que treinam basquete em uma equipe juvenil
Bordes Rétulos de dades Fonte Efettos de fonte em margo de 2016
Atributos de texto éﬁ
" |
Z F Mostrar valor come pume s Formato numeénco., ;ﬂ‘h |
g £ Mostrat valor coma gorcentagem  Fgrmato die porcentagem... |
= _ i) e Bl7Tmp-18m
2| [ Mestear categoria WiEmp-10m |
19m - 20
E ] Mestrat simbolo de jegenda P .“m:‘“: .
% Spmder [Nowiots 1] e2im}p-22m |
3
3| coeoce [N E |
o Gilrar o texto '
g i e,
é -': ABCD © 1] Graut I
g Ss L . 3
E Direglo do teste  Utiizar definigdes dos objetos supercrdenades |
F
Er Ade ok || Cancelar Recedina
g . 2 e
Note que, de acordo com esses ajustes, & possivel visualizar a frequéncia absoluta e a fre-
quéncia relativa de cada uma das classes.
o=
e =
note as respostas no caderno.
ﬂttiwdades\ A d
1. Com base nos dados da atividade 38 da pagina 139, relativos a projecédo da populacéao
brasileira para 2025, segundo a faixa etaria, construa dois graficos: um de barras verticais
e outro de setores.
Em sua opiniao, qual desses graficos melhor representa as informacoes? Por qué?
Resposta pessoal.
2. Com o professor e os colegas faca uma pesquisa sobre a area de conhecimento gue
deseja estudar no Ensino Superior: exata, humana, biolégica ou tecnolégica. Depois,
S : Resposta
construa um grafico de setores no Calc para representar os dados obtidos. pessoal.
209
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Modelos polinomiais

Esta atividade pode ser proposta ao final do estudo do capitulo 6.
No exemplo a seguir, utilizaremos os precos medios cobrados pela gasolina comum no ano

de 2015, a fim de construirmos modelos polinomiais de diferentes graus na planilha eletrénica
Calc, semelhante ao realizado na atividade 24 das paginas 176 e 177.

(1) Inicialmente, preencha os campos com os dados a seguir.

- B C D E F G H ! J K L M

Més jan. fev mar | abr maiu!]un ju.  ago.  set | out nov. | dez.
2 R$ 3038 3324 3,322 3306 3303 | 3301 3,29 3271 3274 3493 3,605 3636

@ Selecione os dados clicando na célula B1, segurando o clique e arrastando até a celula
M2. Depois, clique na opcdo Grafico, no botao

Aggatente de gralicos =
Pamas hﬁmﬁﬁvﬁt

. para abrir o Assistente de graficos. Sele-
. Intervao de dades 5"" - I I \ cione a opcao XY(Dispersao) no passo Tipo de gra-

:“""“‘:#n ot | fico, escreva o titulo do grafico e dos eixos no passo
l__-m. | Tgadejots Rets -| e Elementos do grafico e clique em Concluir.
I Rade ‘ ] Citerar peing vaiores de &
i Cotaghes
Eﬂntm . u _1
b | Prego médio cobrado ao consumidor em 2015 (por liro da gasolna comum)
- | e[ G| G s |
3T —
35 - s ¥
Adgatente de goahicos = 35 =
B [acoliva on titubos, begendas = confiquraries de grade 34 l
comumidor gasoina comum) | Embar legends
1. Tipe de grafce e = i e e . i3 B n g . B g mE N o
A Irdmrsaln de data m R it ] 31
1. Série de dades Ewad (M £ e 31 |
4 Tlermenton do gifica EBao) (B -
' 3
Epa J
- 28 ‘
Emlrar graces 28
OEwi HEeY g I ;
| : : ey
0 2 4 B 8 10 12 14
Aluda covop | [IBERIEET | goncw | Concelar L - .!
(3) Clique com o botao direito do mouse sobre um dos pontos do grafico e selecione a
opcao Inserir linha de tendéncia. Na aba Tipo, selecione a opcao Polinomial, digite 3
no campo Grau, ative a opcao Mostrar equacao e cligue em OK.
. . r i g
Linha de tendénoia para 8 séne de dados "Linha 2 b4
Prego médio cobrado ao consumidor em 2015 (por litro da gasolna comum) ‘
Tipo Linha g
RS LE
Tipo de regressio 374 §
3
_,{'{, (O Linear @ (®) Polnomiat 36 E"E
- 35 tﬁ
; 3 E
!“1—' D Lﬂl'.m.“ .E“u ] 3:‘ | | E
— i =
4| O Ezponencial | 73] O Mésia méve 33 | B
&= : Perioge |2 l' 321 N ‘QE
«| O Geométrica . 31 . I
E 1=
ot 3
Nome da linhe de tendéncia 29 1 I's
EU
Extrapolar para frente 0 28 a%
_ — 27 - - :
Extrapolar para trag 0 | 0 2 4 - 8 10 12 14 Vs [%
Clfsnmapiacapsio. [0 i) = 0,00217'3 - 0,030012 + 0,21922x + 2.02755 3
A Mostrar gquagie - - dE
[ Mestrar goeficiente de determinagio (RY)
 Auds OK || Cancelsr | Redefiow |
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Para arredondar os coeficientes da funcao polinomial a quantidade de casas decimais desejada,
clique com o botao direito sobre a equacao da funcao e em Formatar equacao da linha de tendéncia.
Na aba Ndmeros, selecione a categoria Todos, indigue a quantidade de casas decimais desejada e
cligue em OK. No exemplo, arredondamos os coeficientes a 52 casa decimal.

Equacio para a série de dados Linha 2' =
Bordes Ares Transparéncs Fonte Eletos de fonte Numeres
Categoria Formato Idloma
~| Geral A | Padrio - Portugues (Brasil] -
Defimdo pelo usuano -1234 —|
Mumere 123412
) entagem f-1234
F:d. 123412
IBau sldag
e 3%
o 1295%
:"’q‘::" RS 1234 123456789
e *1 R{1ZH 0 -
Opgdes
Casas gecimaiz 4 [ Humercs negatves em vermeiho

Zeres 8 esquerde: | (] Separador de milhares
Lodigo do formato

0,00000 “SIECEE

Defirudo peio usudno

huds | ok || concenr || medein

@ O modelo polinomial apresentado é de grau 3, porém podemos alterar o seu grau, cli-
cando com o botado direito sobre a linha de tendéncia e selecionando a opcao Formatar
linha de tendéncia. A mesma janela do passo anterior abrira e, entdo, basta mudar o
valor do campo Grau.

r " -y
Prego médio cobrado ao consumidor em 2015 (por litro da gasolina comum)
RS . 2. Resposta esperada: Na
. % | - coluna A insere-se a
B . sequéncia de numeros
2 36 naturais de 1 & 8, que
& 35 corresponde aos anos de
= ' 2008 a 2015 e, na coluna
E 347 B, os valores
2 33 correspondentes as areas
va 33 . , ir | desmatadas da Amazonia
X ' | Legal neste periodo.
:4 31 | , Seleciona-se o intervalo de
A 3. | gadcs, cria-se o grafico de
< ' ispersao e insere-se uma
i 29 ‘ 1 Tipo de grafico. Iirah% de tendéncia com tipo
& 28 -+ ; Intervalos de dados... de regressao polinomial ao
3 27 i grau da funcao polinomial
2 : l} 5 4 6 8 | on Recorar desejado. Em seguida,
:;.1 | h Copiar arre;j::anda—s?jusf
5 " g , coeficientes da funcao
El_ f{(x) = 0,00217x"3 'l.'i.l.'iEiElEl}n:"‘E+l.'I.ZIEZl B Colar polinomial a 6 casas
5 S . decimais. Para alterar o
grau da funcao polinomial
apresentada, basta realizar
= 0 passo 4.
I‘“E

/ Atividades \

Anote as respostas no caderno.

1. Crie o gréfico de dispersao apresentado no exemplo e altere o grau do modelo polinomial
para 5 e, depois, para 7.

a) Quais foram os modelos polinomiais obtidos? Aproxime os coeficientes a 72 casa decimal.

b) O gue vocé percebeu ag aumentar o grau do modelo polinomial? Resposta esperada:
Que quanto maior for o grau do polinomio, mais os Tados apresentados se aproximam dos valores

da funcdo polinomial, aumentando sua precisao. Contudo, o polindmio passa a ter mais termos. o
2. Construa um grafico de dispersdo com os dados apresentados na atividade 17 da pagina

121 sobre o desmatamento na Amazoénia Legal. Considere 2008 como x =1, 2009 como
X =2, e assim por diante.
Em seguida, crie modelos polinomiais de diferentes graus que se aproximem aos dados
do grafico, com arredondamento dos coeficientes a 62 casa decimal.
1. a) Modelo polinomial de grau 5: f[r]:—ﬂ,DDDDEEEx“+ 0,0002404x" +0,0064732x" - 0,1056979x° + 0, 4765468x + 2,6805;

modelo polinomial de grau 7: 21
f(x) = 0.0000055%" —0,0003022x" +0,0065688x" —0,0732949x" + 0, 4520584x" -1, 5365327x" +2,6502794x +15383333
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Ampliando seus conhecimentos -

Nesta secao, apresentamos sugestoes de livros que propiciam melhor compreen-
sdo acerca dos conteudos tratados nesta colecdo, que de maneira geral abordam
a Matematica de forma ludica, curiosa e interessante. Sao apresentadas também
sugestoes de sites que trazem topicos matematicos e programas de computador
relacionados a Matematica.

@ rorater

» A dama ou o tigre? E outros problemas logicos » Cartas a uma jovem matematica

SMULLYAN, Raymond. A dama ou o tigre? E outros problemas
légicos. Traducao Helena Martins. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 2004.

O livro narra a histdria ficticia de uma princesa que deve
escolher o destino de seu enarmorado, tendo de solucionar
diferentes problemas légicos matematicos que vao se
tornando cada vez mais complexos com o decorrer da
histaria.

A janela de Euclides: a histdria da geometria, das
linhas paralelas ao hiperespaco.

MLODINOW, Leonard. A janela de Euclides: a histéria da geo-
metria: das linhas paralelas ao hiperespacgo. Tradugao Enézio E.
de Almeida Filho. 6. ed. Sao Paulo: Geracao Editorial, 2010.

Com esse livro, o leitor podera conhecer melhor a historia
da Geometria, contada pelo autor de maneira clara e di-
vertida.

A Matematica das coisas

CRATO, Nuno. A Matematica das coisas. Sao Paulo: Livraria da
Fisica, 2008.

O livro apresenta diversos exemplos da importancia da Ma-
tematica na vida do ser humano, como o funcionamento do
Sistema de Posicionamento Global (GPS) e a relacao da
Matematica com outras areas do conhecimento, como a Arte.

A Matematica nas profissdes

BARELLA, Elaine S.; MARTINS, Laura M. R. (Orgs.). A Matema-
tica nas profissdes. Sao Paulo: Portal Editora, 2010.

Resultado de pesquisas e entrevistas, o livro apresenta ©
relato de profissionais de diversas areas sobre a relacao
deles com a Matematica em suas rotinas de trabalho.

A rainha das ciéncias: um passeio historico pelo
maravilhoso mundo da Matematica

GARBI, Gilberto G. A rainha das ciéncias: um passeio histérico
pelo maravilhoso mundo da Matematica. 4. ed. Sao Paulo: Livra-
ria da Fisica, 2009.

O livro & um relato de quatro milénios da Histdria da Mate-
matica, apresentado de maneira simples e compreensivel.

A vida secreta dos numeros: 50 deliciosas cronicas

sobre como trabalham e pensam os matematicos

SZPIRO, George. A vida secreta dos numeros: 50 deliciosas
cronicas sobre como trabalham e pensam os matematicos. Tra-
ducao J. R. Souza. Rio de Janeiro: DIFEL, 2008.

Por meio de histdorias, anedotas e outros tipos de textos,
este livro nos mostra como a Matematica esta presente em
quase todos os aspectos de nossas vidas. O livro aborda
curiosidades historicas pouco conhecidas e apresenta gran-
diosos praticantes da Matematica ao longo dos tempos.
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STEWART, lan. Cartas a uma jovem matematica. Traducao
Pedro Ferreira. Relégio D'Agua: Lisboa, 2006.

O livro apresenta um conjunto de cartas trocadas entre a
jovern Meg e um mateméatico, por meio das quais discutem
sobre o que & Matematica, o que faz um matematico e a
comunidade cientifica, abordando questoes e curiosidades
desde o filosdfico ao pratico.

O homem que calculava

TAHAN, Malba. O homem que calculava. 40. ed. Rio de Janeiro:
Record, 1995.

O livro expoe alguns problemas, quebra-cabecas e curio-
sidades matematicas, por meio das aventuras ficticias de
um sabio calculista persa e de suas solugdes para proble-
mas aparentemente sem solucao.

O instinto matematico

DEVLIN, Keith. O instinto matematico. Tradugao Michelle
Dysman. Rio de Janeiro: Record, 2009.

O autor defende a ideia de haver dois “tipos” de Matema-
tica: a simbdlica, que é exclusiva do homem; & a natural,
que pertence a qualguer animal e corresponde a habilida-
des matematicas relacionadas a sobrevivéncia, senso de
direcao e captura de presas.

O livro dos numeros: uma historia ilustrada da
Matematica

BENTLEY, Peter. O livro dos nimeros: uma histéria ilustrada da
Matematica. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 2010.

O autor busca revelar segredos e mistérios da Matematica
e mostrar sua presenca em nossas vidas, desde a ciéncia
até as artes. llustrado com fotografias, gravuras, pinturas,
entre outros, o livro & organizado de maneira a facilitar a
compreensao de situacdes em que a Matematica esta
envolvida.

O teorema do papagaio

GUEDJ, Denis. O teorema do papagaio. Tradugao Eduardo
Brandao. Sao Paulo: Companhia das Letras, 1999.

O livro narra a histéria ficticia de uma familia parisiense
que se vé obrigada a estudar, entender e organizar fatos
historicos e pensamentos da histéria da Matematica, des-
de a Antiguidade até os dias atuais, para explicar diversos
acontecimentos. O livro apresenta passagens da vida de

varios estudiosos, como Tales, Pitagoras e Pierre de
Fermat.

O ultimo teorema de Fermat: a histéria do enigma
que confundiu as maiores mentes do mundo
durante 358 anos

SINGH, Simon. O ultimo teorema de Fermat: a historia do enig-



ma que confundiu as maiores mentes do mundo durante 358 anos.
7. ed. Tradugao Jorge Luiz Calife. Rio de Janeiro: Record, 2000.

O livro faz um apanhado histérico, desde a origem até os
dias atuais, sobre o enigma que confundiu as mentes de
estudiosos por 358 anos, o Teorema de Fermat. Relatando
a busca épica por sua demonstracao, o livro enfoca a im-
portancia do teorema para ¢ desenvolvimento da Matema-
tica durante mais de trés séculos.

O universo e a xicara de cha

COLE, K. C. O universo e a xicara de cha. Traducao Elizabeth Leal.
Rio de Janeiro: Record, 20086.

O livro mostra como a Matematica transcende 0s numeros e
esta presente em muitas situagées do dia a dia. Mostra,
ainda, como enxergar a logica presente nessas situacoes,
cuja compreensao nos torna mais aptos a tomar decisdes e
permite o melhor entendimento do mundo em que vivemos.

Os numeros governam o mundo: folclore da
Matematica

TAHAN, Malba. Os numeros governam o mundo: folclore da
Matematica. Rio de Janeiro: Ediouro, 1988.

@ Para navegar

* Arte & Matematica

<http://ftub.im/hwzB5d=

Um site interativo que apresenta temas variados, de dife-
rentes épocas, que relacionam Arte e Matematica.

Conteudos digitais para o ensino e aprendizagem da

Matematica e Estatistica
<http://tub.im/7auduc>

Desenvolvido pela Universidade Federal Fluminense, este
site contém diferentes aplicativos educacionais interativos
que abordam diferentes conteudos matematicos, como
geometria, matrizes e funcoes trigonomeétricas.

Dominio Publico
<http:/tub.im/ebgwue=

Este site consiste em uma biblioteca digital, na qual &
possivel pesquisar textos, imagens, sons e videos de do-
minio publico (acesso livre e gratuito) referentes a diversas
areas.

EDUMATEC
<http:/tub.im/xt9vng>

Este site apresenta e disponibiliza material que relaciona
Matematica e informatica. Na secao softwares, sao dispo-
nibilizados diferentes programas computacionais que
permitem, por exemplo, a constru¢caoc de graficos ou de
figuras geometricas.

Enem
<http://tub.im/fjojBr>

Meste site &€ possivel fazer a inscricao para o Enem e
acessar os resultados, os simulados e as provas aplicadas
em anos anteriores, assim como a matriz de referéncia dos
conhecimentos avaliados no exame.

“Os numeros governam o mundo”™ & uma citacao de
Pitagoras que o autor deste livro a trouxe a tona para
narrar mais detalhes sobre o0 assunto. O livro traz histérias
dos numeros, mistérios, simbologia e origem mistica que
0s envolvem.

Pitagoras e seu teorema em 90 minutos

STRATHERN, Paul. Pitagoras e seu teorema em 90 minutos.
Traducao Marcus Penchel. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 1998.
(Cientistas em 90 minutos).

Por meio de textos informativos, o livro apresenta um pa-
norama da vida e da obra de Pitagoras, comentando suas
descobertas.

Qual o problema?

MORICONI, Marco. Qual o problema? Alicia Ivanissevich (Org.).
Rio de Janeiro: Instituto Ciéncia Hoje, 2009.

O livro apresenta 40 enigmas que desafiam e instigam o
leitor a explorar, de maneira lidica, conceitos e ideias ma-
tematicas frequentemente utilizadas por profissionais de
diferentes areas.

IBGE
<http:/tub.im/9cqokk:>

Meste site & possivel obter informacoes estatisticas sobre
o Brasil, como contagem da populagéo e indices da eco-
nomia, além de dados referentes a estados & municipios.

Khan Academy
<http://tub.im/sSodbu:

Plataforma educacional, de acesso livre, gue disponibiliza
recursos como exercicios e videos de aulas sobre diversos
conteldos.

Laboratério de Matematica = UNESP
<http:/tub.im/geocihf>

Este site divulga as atividades que sao desenvolvidas no
laboratdrio de Matematica da Universidade Estadual de Sao
Paulo. Na secao Histdria da Matematica sdo apresentadas
informacdes sobre a vida e a obra de alguns matematicos.

Matematica essencial
<http://tub.im/evzeby>

Este site apresenta definicées e conceitos matematicos de
diversos niveis de ensino, exemplos resolvidos e exercicios
que possuem respostas, sendo que, em alguns casos, as
respostas estao justificadas e as resolucoes detalhadas.

Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
<http:/tub.im/roe3dx=

Meste site & possivel obter diversas informacoes relacio-
nadas a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas, por exemplo, a maneira de se efetuar a inscricao,
verificar a data das provas e acessar as provas aplicadas
em anos anteriores.
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A tulo

Respostas

10.

1.
13.
15.

16.
LI

18.
20.

21.

22,
23
24,
25.

26.

28.
29,

30

8

1. a) 30%

. a) 007

.a) R$ 35,40

~ 90 on Fow

Matematica
financeira

c) 14%
d) 32%
c) 09

d) 0,045

b) 68%

e) 0,6138
b) 0,48

40%
R% 695,75
b) 36 pessoas

C

. a) 60%

b ) Conhecimentos gerais; Infor-
matica

c ) Informatica; Uma possivel res-

posta: pois nessa matéria ele
obteve o pior desempenho.

. loja B; R$116100
R$ 355,00

a) R$15000,00
b) 20%

c ) Ndo, pois R$3000,00 cor-
responde a uma taxa de 25%

referente a R$12 000,00 e a
uma taxa de 20% referente a

R$ 15000,00 e essas taxas

sao diferentes.
R$2100000 12. R$ 212440
Q27 14. 110e 70

a) 125%; 25%
b) 50%

c

sofa: R% 2 400,00: mesa de
jantar: R$ 1275,00; cama de
casal: R$ 1080,00

18% 19. e

Modena

a) acréscimo de 1232%
b) desconto de 18,22%

c ) acréscimo de aproximada-

mente 1576%
d) acréscimo de aproximada-
mente 0,68%

aproximadamente R$ 164
aproximadamente R$ 66,10
aproximadamente R§ 232,72

a) R 66,00
b) 10%

& 27. margo; 0,3%
Um dnico desconto de 60%.

lucro de aproximadamente
R$ 5 554,52

. aproximadamente 2%

25%

e) 125% |

aproximadamente 463,30 liras de

32.

33.
34,

*No grafico apresentado, as escalas dos ei
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a) 9.2%; 14,66%
b) aproximadamente R$ 4,06

10%

a ) Uma possivel resposta: o aumento
persistenie e generalizado dos
precos de bens e servicos.

c) R$ 2 380,00

d) aproximadamente 19,28%

35. a) R$66,00 c) R$18.25
b) R$ 297,00 d) R$16,50
36. R$10,08 37. 5%
38. a) R 862500
b) R$8 366,25
39. a) R$ 480,76
b) RE971.04
40. 6 meses 41. 25 meses
42. 35% 43. R$1176,00
44. a) investimento B
b) aproximadamente 3.24%
45. 0,06% a.d.
46. Algumas possiveis respostas:t=5e
i=6%;t=481=7,5%
&7. 7 meses
48. a) 10%
b) R% 268,00
49. aproximadamente R$ 4 27188
50. aproximadamente R$ 595,00
51. a) aproximadamente R$ 568,00
b) aproximadamente 28,37%
5Z. 8% 53. 70 meses
54, 4% 25. ¢ S6. ¢
57. a) aproximadamente R$ 695,84
b) aproximadamente R$ 1000,25
58. b
59. a) f(t)=4 000-(1025)
b) D(f)={teRI0<t<6}
. Montante (R$) }
463877 === =mmmm - @
4525634----------- ; 7
I |
4415254 === === - o
samsol-—-—o | |
a20251----4" L 1 11§
£ I i I i ﬁ
41004+--4 | | I ! ! o
| | 1 I I 1 '%
dm,ﬂ 1 | | ] | ]
R
ﬁ| 1 2 3 4 5 6 Tempo
(meses)
60. f(t)=0,07ct; g(t)=c-(1+0,07t)
61. a) investimento B

b) investimento A

c ) b reais
x0s5 sao diferentes entre si.

b4.

b5.
Bb.

67.
68.

69.

a) f(t)=20+80-(104) e
g(t)=30+70-(1+0,05t)
b) I; Il

Sim, pois o valor da prestagao
(R$ 28190) € menor que 25% do
salario liquido (R$ 287,50).

aproximadamente R$ 7 800,00

a | aproximadamente RS 605,74
b) R$607552

10 prestactes

a) B% 965,11 c) R$ 1987390
b) R$ 9459,28
b) aproximadamente RS 224,92;

aproximadamente R$ 2 699,04

c ) Sim, pois quanto maior for o nu-
mero de parcelas, menor a amor-
tizagao e maior o juro, conse-
quentemente, maior sera o valor
pago pelo produto.

aZ/D ponto e a reta
1. A(32); B(-6,0); C(-1,-5); D(4.-4);
E(-3,3), F(5.6); G(-6,-5)
2.a)A(13),B(2-2),C(52)eD(6.-1)
b) Uma possivel resposta: (3, 1), (4, 1)
e (51)
c) A'(-13), B'(-2-2), C'(-5.2) e
D'(-6,-1)
3. a) 12 e 42 gquadrantes
b) 32 e 42 quadrantes
c ) 22 quadrante
d) 42 quadrante
4. a) 20°
b) 40°
c) B(-100°0°); E(—40°-40°)
- ¥
o
34 I
§ s 2 |
| F i E
= o, —-1_0 1 2 3 '1:5%
: =i~ *A E,
: o4
-
P
6.a) » A(-2-2) * D(=11)
* B(1,1) E(1,-1)
" C(3.9) + F(2.-2)
h) x=-9; y=7
722 " 32
. 7 » 15



10.
1.

12.
14.

15.

1.

18.

19.
20.

21.

24,

21

28.

30.

32.

34,
35.
3.

38.

40.

41.

. a) 3 triangulos

b) AABD: is6sceles; AACD: escaleno:
ABCD: isGsceles

X==3
b: c
perimetro: 16 u.c.; area: 12 u.a.
B,.DeE 3. 3&n6=§
D{—Q,—B}
P[l, E] 16. e
2 6
5] 9 9
(39 9(3-3)
b) (-12) d) (4.7)
a) Sim, pois
-2+4 T+(=5
s S R )
. _l
b) MEE[ 2'4]
5
el 3-2)
b u.c
a) C(3 4); D(6,8)
b} 1800m

A(6,0); B(0,8)

— _18 31
. =0 y=4 23. Ci[ ?,?)
a}AMmzﬁwf;EMm=ﬂ:
J65 .
DME:T
oy (B _5
o 3
x=3; y==7 26. B(9,4); C(8,0)
.} [_E,g} p) Y109
9 3

a) p(‘_;,?]; u(g,?]; R(4.4)

b) G(4,6); H(4,8)

m=4 31. A(4.6): B(7.4)
a,c.d 33. E[—l,E)
3 3

r==9
B u.a 36. 10 u.a.
a)1lua c) 4ua.
b) g u.a d) 30 ua.
m=7 ou mMm=—— 39. 25—? LL.a.
a)a=11
b) T(121B}; sim; eclipse solar
a) E

3
b) —-2-3

42.

43.

46.

47.

49.

50.

51l
52.

53.

55.
.a) y=1500+0,15x

57

. a) 135°
45.

La8) Yy=——Xt—

b) 60°

a)r: 307 2 120F°

. Resposta esperada: calcularia o coe-
ficiente angular da reta que passa
por esses pontos dois a dois e com-
pararia os resultados, caso o coefi-
ciente angular seja 0 mesmo, entao -
0s pontos sao colineares. Nao sao

colineares.

a) y=4-x £) ‘3"=—‘-.|"I§J{

b) y=x+5
a) y=2x-3
b) y=—4x-8

c) x=12
d) y=5x+6

P=g

a)m=6
b) y=6x
£)y,=18 y,==12

b
.17 - 9 59
6 6

b) y=10x—-4
d

b) y,=1725; y,=1920
c) 7 000

a)l3: -4

Yi =3x—4

il e s
4 |

58.

59.
60.

61.

b2.
B3.

b4.

65.

B6.

67.

B8.

69.
7.

13.

llustragdes: Acervao da editara

a) y=6x+4
b) f(x)=6x+4

c) x-::-%: 3% quadrante
b

sim; Resposta esperada: pois o an-
gulo o, formado entre 0 eixo x e a
reta que representa uma funcao
decrescente, pertence ao intervalo
90°<a<180° e nesse intervalo a
tangente & negativa.

a) —x+8y-32=0

b) 4x—=3y—-14=0

c) x=5y+19=0

d) =x+y+7=0
2x—y=0; x+2y-5=0

a)3

3
™y [
) 2

c ) Uma possivel resposta:

(-5} Ee)=(2)

a) 1; =2

b) decrescente
c) =2x=-y+1=0
a) =12x+y=0
b) ndo

c) 96
d) 13

a ) concorrentes
b) perpendiculares
c ) coincidentes

d) concorrentes
81 u.a.
t

Acervo daeditora

1 1
a) r.y—5x+25, t.y—Ex+35
b) (40,45)
k=4
-3x+y+7=0

. a) y=—2x+8

b) [-2-1.—?-]
5 5

S={acRla#-2ea=1}
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4. res: é.—l]; ret: (63);

2o
53
set:|——
3 3
= - 4
15.a) y=—x+— b) y=——Xx+—
)y 553 )y 3
16. 5: 2x=y=4=0; t: 2x=-y=-6=0
4 3
T | ==
53)
718. x==5
79. a) SPI c) SPD
b) SPD d) Sl
BA+12B=324
80.
» {A+B=33
b) SPD

c ) frango: 18 unidades;
vegetariano: 15 unidades

8l. m=-4
82. a) (7,27)

Y4 8x—2y=2
N 3x-y=—6

w« ¥

b}
Y4 oy_ox=1

83. a) SPD
b) Si

c) SPI
d) SPD

84. a) a=3; b=2
b)az3: beRR
c)a=3:b#2

85. a) ndo existe solucéo

B 23
b) X=—; y=—
; 19 Y 19

Hustraghes: Acervo da editora

88. a) s: =V3x+y+6=0

By

Acervn da editara

ga. 3
4
90. aproximadamente 40°

91 a) V5

h]m
5

a2
c) —

741
41
92. a) sim

d)

b}aﬁ?
17

93. y==x+10u y==x+5
94. 50u.a.;C(-6,0)
95.a) . ¥

b) Yi

w¥

=Y

£
3 |

lustracbes:

Aceirvo de editora

96. c
97.a) y+3x-3>0
5
b ——=0
)y 5
£ ) -1x+1}D
Y 2

d)] x=-4=0

g98. a
99,

' 100. a)

Aoeryvo da editara

c)
Yi
;‘
20
’I
: ¥
=5 .I'J 0 £ 3
: i
i ,’
1 / -Ef.:-"
1 ¥ ra
| i .
1 F i ,..i""
i ;’ #
| #
|
| ,!J..r
1y#
e 8
]
’

101

Hustragdes: Acervo da editora

Acervo da editara



102.25 u.a.

capliulo

1

4,

5.

10.
1.

12.
13.

Acervo da editora

A circunferencia
e as conicas

a] D[D.E]'
O-1

c) D( ]

d) O(4,-4);

a) {x—‘l]zﬂy—d} =49

2

b) {:n:+5}

2

c) (x+2) [y+5} =3
d) (x=8) +(y+1) =2
. (x+2) +(y-3)"=10
a)19625m?
b) (x=5) +(y-2) =625
[x+4]z+{y—1)2=6
X2 +y =2x—3=0 7. QeS
a) (x—3]2+{y—1]2=4
b) x*+(y+8) =25

.a) 2 u.c.

b) (x-2)" +(y-3) =2

3
C] E
x° +y° +8x=4y=0
{:-:+1]2+{y—5}2 =10; 22 guadrante
m<34
a) Vi

2

2 5 X

b) yy

c) y
A
2
| |
%
=
| |
| |
| |
| |
| |
| |
30| 1 %
0 3
d) Yi

| \- ;
=¥
Hustragbes: Acervo da editora

4. k=3 ouk=5 15. /5

16. » externo
pertencente
interno

» externo

17. a) vermelha: [x-5}2+[y—8}2=1;
verde: [x—5}2+{y—8}2=9;
azul: {::-:—5}2+{3,..f—13]2 =36

b) = 30 pontos
* 10 pontos
* 30 pontos
* 50 pontos

c) 70 pontos

d) Uma possivel resposta: A(6.3),
B(4,10) e C(5,8).

B.QRT

19.» A:5
B: 3+/2
- D: +29
B b
» F: /29
» G: 245

a ) igual; menor

b) pontos internos: B e G; pontos |
externos: D e F; pontos perten-

centes: Ae E

c ) sim; Resposta esperada: se CP for
menor, igual ou maior que a me-
dida do raio, entao ele sera, res-

pectivamente, interno, pertencen-
te ou externo.

20. pertencente

21 me]—m, = 1[u]—3, +un[

22. P: A, B: Q: B: R: nenhum: S: nenhum;
A U A B V:A B

23. A:B:EF
24, a) Vi
-6 —2 0 > X
R . S
o l B |
[ I "-.i I
W I [
/ :
|
_______ _-__ it
t L iy
\t , ;
5 | ’
hu : -"‘r
h“ : ff
-.___-_--:_-__
b) y
8
1|
)
1 |
: I
1 |
: l
[ |
: l
1 |
: I
[ !
: I
i |
; e
—% & 1 X
c) Vi

d) Y§
5
.n-"--{?q""h
' o
. \1. m
i y o
I [ ﬁ
1 | 0
- T
=5! 0 i5 X g
\ U Z
b r' k-
T
"l‘. -ff 3
Y - [
“"'I- ':p-l-""- E
-5 =
=

25. a) 1[x—d}:+[y—ﬁ}z£1ﬁ
L[x—S] +(y—4) =9
[x+d}?+(y—5}2:-:1ﬁ

h) A %
_(x+d} +(y-3) =9
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26.

27.

28.
29,
30.

31

32.

33.
34.
35.
36.

a) Yi
2
o % %
¢ : -
I i &
" g ‘I-
%3--- - -4 )
A 1‘
v i
] #
\""'-..,h #"Jr
b)
E
8
B
=
2
&
:
g
il
5
n
=
a) externa
b) secante
c ) tangente
d ) secante
2 pontos

y+x+7=0; y+x-1=0
2.2

a) 15; tangente  c) 20+2; externa

b) —2; secante d) l; secante
2 10

27
— u.a.
2

y—x-=-1=0; y+x-5=0

c<c=20Uuc>8

X2 +y*=12x—2y+28=0
a) (11)

b) Nao existem pontos de intersecao.

c) (0.6) e (0.10)

d)(-21) e {-gg]

37.a) a=—v3 oua=43

38.
39.

40.

b) a<—+3 oua>\J3
c) =v3<a<3

(-6,-3)

a) x*+y —-625=0
b) a=6,25 m/s*
c) 4y—-3x-125=0

a ) tangentes internas
b) internas

c ) secantes

d) externas

1. X +y*+10x+16=0
42. b

218

43.
44,

45.
46.

&41.

48.

49,

50.

51

concéntricas

a)(-52) e (-1-2)
b) (7,4)

c ) ndo possuem pontos deintersecao

A:(x+7) +(y+4) =9

16 4

a) F(-12.6) e F,(4.6)

b) F(0,-1++7) e F,(0,-1-~7)

a ) afélio; periélio

b) e=0,967

£ X =+ 4 ==
(2694-10°) (0.683-10°)

d) Desacelerando, pois o cometa |
estara se afastando do Sol, ou |

seja, indo em direcao ao afélio.

e) 2062; Resposta esperada: pois o
cometa pode ser visto da Terra a
cada 76 anos, e sua mais recente

aparicao foi em 1986.

a) 2a=4v2: 2b=23: 2c=2./5:

b) 2a=25: 2b=4: 25=2: a:%

c)2a=12: 20=8: 2c=45: a:%

d) 2a=6: 2b=26: 2c=23: a:?

e) 2a=6: 2b=2: 2c=4/2: a=%

f]Eﬂ=4JEE;Eh=ED;EG=1E;B=3f

a)

54.

c)
¥y
11B;
A C A,
T
-1|B,
b
a) F,(0,2v10) e F,(0.-2v10)

53.

o4,

55.

56.

58.

59.

60.

b) F,(-1-3v5,2) e F,(-1+35,2)

(x+4) (v=5) _
16 25

b; Resposta esperada: pois & a elipse
mais semelhante a uma circunferén-
cia; logo, sua excentricidade esta
mais proxima de 0.

xz

et

b

a ) sobre 0 gixo x
b) paralelo ao eixo y
c ) scbre o gixo ¥

d) sobre o eixo x
¢ R ol ol

) (x_ﬁzf_[y_:}*: ;
y+1}2 (x—4)

2
c) - =5
2 5

——

{x+8}2=1

d) y
2
2
f}f_._ﬁ=1
4 4

a) ﬁ-x—ﬂ; sobre o eixo y
4 g
x=10)" (y=10)°
27 9
8ix0 X

) ¢

=1, paralelo ao

lustracdes: Acervo da editora



| 12.8:D
B v(-tl]
B W
b1 ++4/24 i 45 :
- T4, a) ‘u’(dﬂ E];aalturaméxima atingida
1 pela bola de golfe
O g b) 45m
é -;:-E c)90m
_; 75. a)
4—*-.-"5& =
B2. 3x+y+18=0 e 3x-y+24=0;
Yi
. 3+2/10
-9
-
X
<5
-3-2,10 2
Z
H
&
k-
63. a) 443
b) 6
c) 2v21
0
2 m
2 s
64, (F_d'} _KEZ T
64 36 E
q I
B5. a) e=— c) e=2 ﬁ
2 2
b)e=2 d) E—z g
E 4 2
Vi3
66. F,(0,2v13) e F,(0.-2V13); o= ,
4 2
g7 (x=8) _(y+4) __
g 7
B68. c
69. a) 260 km c) 240 km
= };2 :..r2 2
b} e=1083 d) —— =2 _—1 | T (x—4) =4(y+1
) e=1 b | | (x=4) =4(y+1)
70. a) x*=8(y-1) 78.a;b
2 | T9.e
b) (y+2) ==12(x+2) |
c) y*=16x § E
ﬁq'/ A estatistica

T1.

d) (x-5)"=-20(y-3)

1. quantitativa discreta: idade (em anos)
e numero de filhos; quantitativa con-

a) F[—E,E]; x=—§
2 2
b) F(811); y=5

c) F(-3,5); y=-3

tinua: massa (em kg) e altura (em cm);
qualitativa ordinal: grau de instrugao
e classe social; qualitativa nominal:
sexo e estado civil

3. Quando todo elemento da populagao
P tambem e elemento da amostra A,
ou seja, quando todos os elementos
da populacao serao pesquisados.

4. Resposta esperada: o fabricante uti-
lizara uma amostra, uma vez que é
inviavel realizar a simulagcao com
todas as 5 000 unidades produzidas
mensalmente desse modelo de au-
tomaovel.

5. a) Na tabela | & apresentado o con-
sumo medio diario de agua por
pessoa no Brasil e nas regides
brasileiras, no ano de 2013. Na
tabela Il e apresentada a gquanti-
dade de agua necessaria para
produzir alguns produtos.

b) Nordeste: Sudeste

c) 33366000000L
d) acucar; leite; trigo
e) 15913 L

b. b

T
Distribuicao do rebanho bovino
nas regioes brasileiras em 2014

Distribuigao (%)
4_{] _

33,3

.D_

@ 5@ @ @ a}
_Fdﬁ < Eﬁ" ﬁ?

Fonte: <www.agricultura.gov.br/arg_editor/file/

Dados%20de%20rebanho%%20bovino%%20e%20
bubalino%20do%20Brasil%202014.pdf>.
Acesso em: 20 jan. 2016.

8. a) Resposta esperada: nio, pois o
grafico apresenta a quantidade de
residuos solidos urbanos produzi-
da por dia por pessoa; para afir-
marmos algo sobre a quantidade
total de residuos solidos urbanos
produzida no estado, temos que
saber a quantidade de habitantes
em cada estado e multiplica-la pela
quantidade de residuos solidos
urbanos que cada uma produz.

b) 6144648 kg

8. a) cancer de estdmago; cancer de
bexiga; cancer de esdfago; can-
cer de pulmao

b) 28 220 novos casos

c) 74,46%

10. a) Yanomami e Tenetehara

b) 677,1 mil

1. a) 2010

b) entre 2010 e 2011; 18,8 celulares
por grupo de 100 habitantes

12. a

219
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13.

Populacao do Brasil de 1940
a 2010

- Ano

T T T T T T T
1840 1950 1960 1970 1080 1957 2000 2010

Fonte: <www.sidra.ibge.gov.br/bda/popul/ -

default.asp?t=38 7=t&o=258u1=18u2=18u3=
TEud=18uS=18uG=1> Acesso em: 22 jan. 2016.

14. a) cestas de 2 pontos
b) 84 pontos

15.

Distribuicao dos cursos por
area de conhecimento

" | Exata

B Humana

Biolgica

I Tecnoldgica

Fonte: Catalogo da instituicao.

16. a) 20 a 24 anos e 25 a 29 anos
b ) homens; mulheres

17. a) 2008

b ) nao; Resposta esperada: entre os
anos de 2012 e 2013, 2014 e 2015
a area desmatada foi crescente.

c ) aproximadamente 16,34%

18. a) média: 8: moda: 3: mediana: 7.5

b) média: 6,8; moda: 10 e 9;
mediana: 8

c ) media: =92; moda: -7
mediana: =7

d) média: 0; moda: =1; mediana: 0

19. a) média: 550 m: amodal;
mediana: 508 m

b) Burj Khalifa; 480,5 m

20. Carlos: 42 anos: filho: 21 anos:
pai: 84 anos

a

67

22. a) Nao, pois sua média aritmética
final sera de aproximadamente
6,8, que é inferior a nota média
minima.
b) 7.3

c ) Sim, pois para nao ser eliminada
na prova pratica, a nota de Fatima
deve ser igual ou superior a 5,
nota com a qual sua media final

ficara acima de 7.
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43 7.7
24. d

25. b) aproximadamente 1,4 dispositivo

por habitante

c ) sim; Resposta esperada: poisem |
2020 estima-se que a populacao

mundial seja de aproximadamen-
te 7,8 bilhbes de habitantes,
enquanto a quantidade de dispo-

sitivos conectados a internet seja
de mais de 50 bilhdes, de maneira |
que a media desses dispositivos |

por habitante sera de aproxima-

50
d te —=064.
amente 78

d) O aparelho langcado em 2015 pos-

sui a tela cerca de 175% maior

que a do lancado no ano 2000.

2b. a) x=62; amodal; Md=63; Dm=6;
V=5025; Dp=7,09
b) Xx=24; Mo=14; Md=25; Dm=7,43;
V=74,29; Dp=862
c) X=6,15; Mo=4,5 e Mo=12;
Md=4,5; Dm=39; V=18238;
Dp=4,29
d) x=25; Mo=3; Md=23;
Dm=6,375; V=81, Dp=9
27. a) 1a semana: 0,86%:
28 semana: 0,85%
b) R$ 469; R$ 4,72
c) 12 semana: Dm=0,01:
V=0,00017; Dp=0,013
28 semana: Dm=0,013;
V=0,0002; Dp=0,014

ZB. Nao, pois, apesar de sua media ser |
superior a 60 pontos (x=61), o desvio
padrao foi superior a 5 pontos

(Dp=57).
29. a) piloto A

b) piloto B
30.d

31. a) R$ 2 360,00
b} aproximadamente R$ 773,12

c ) aumentara R$100,00; continuara

com o mesmo valor

32.

H i

| Nascimentos didrios

Nimero Fre- Fre- Fre- Fre-
de quéncia guéncia quéncia guéncia
nasci- acumu- relativa acu-
mentos lada (fr) ‘mulada
(fa) ' relativa
(far)
0 1 1 3,3% 3,3%
1 3 4 10% 13,3%
2 g 13 30% 43,3%
3 (3] 19 20% 63,3%
4 8 27 26, 7% 90%
5 3 30 10% 100%
100%

Total 30

Fonte: Maternidade

33. a) 40 apartamentos; 6 apartamentos
b)

Nimero de moradores, por apartamento, em
um condominio residencial em janeiro de 2016

Mimero Fre- Fre- Fre- Fre-
de quéncia quéncia gquéncia gquéncia
morado- (f) ‘acumu- relativa acu-
res lada (fa) (fr) mulada
' relativa
| | _{far]
0 4 4 10% 10%
1 8 9 12,5% | 22,5%
2 12 1 30% 52.5%
3 11 a2 27.6% 80%
4 6 38 15% 95%
5 2 40 5% 1009%
Total 40 100%

Fonte: Administragao do condominio.

c) 21 apartamentos; 52,.5%
34. a)

Ndmero médio de horas de sono didrio dos
| alunos de uma turma em fevereiro de 2016

Ndmero Fre-  Fre- Frequén- Fre-
de horas quéncia quéncia cia quéncia
de sono (f) acumu- relativa acumu-
lada (fr) lada
(fa) relativa
{far)
4 3,125% | 3,125%
5 6,25% @ 9,375%
& | 18,75% 28,125%
7 12 21 37,5% 65,625%
8 27 18,75% B4,375%
9 30 9,375% 93,75%
10 2 32 6,25% 100%
Total 32 100%
Fonte: Resultado do guestionario.
b) 32 alunos c) 28,125%
35. a) 24 pacientes  c) 43 pacientes
b) 45%
36. a) 20 atletas c) 3 atletas
b) 1819 d) 55%

e ) Nao, pois ndo conhecemos a altu-
ra de nenhum deles; sabemos
apenas que existem 7 atletas com
alturas entre 18m e 19m.

37. a)

| IDH dos paises do continente americano
em 2014

Fre- Fre- Fre- Fre-
E gquén- quén- quén- quéncia
' DH cia (f) \cia cia acumu- |
‘acumu- relati- lada
lada va(fr) relativa
(Fa) (Far)
0,480 0,560 1 1 |2,86% 2,86%
i 0,560 0,640 4 5] 11,43% 14,29%
06400720 7 12 20% [34,29% |
0,720 — 0,800 19 a1 54,29% 88,58%
08000880 2 d3 [5,71% [94,29% |
08800960 2 J8  15,71% | 100%
Total 35 100%

Fonte: <http://hdr.undp.org/en/composite/HDI>.
Aceszo em: 22 jan. 2016.



b) 0,720 — 0,800
c) 20%

d) 31 paises

38. a) 126 800 271 habitantes;
124 715 280 habitantes
b) 3,.42%
c) O 20 anos e 20 I— 40 anos

39. d
40. a)

IMC de algumas pessoas
em marco de 2016

16 185 21 23,5 26 285 31 335

Fonte: Pessoas do grupo.

&41. a) 100 plantas
b)x=814: Mo=8: Md=8

c ) Nao se pode afirmar uma quanti-
dade exata, mas sabemos que &

entre 29% e 76%.

42. a) 82 km/h bh) acima

43. aproximadamente 6,08

44, a) 315 municipios
b) aproximadamente 8 15 raios/km”
c)Md=9: Me=7

capitulo

5/ Os nimeros complexos

1 a=3:b==-2:c= %;dzﬂ-l- 2i;e=2=2i(ou

d=2-2i e e=2+2i)
2. a) Re(z,)=3; Im(z, }:2

(2.)=0; 1m{22)
c) Re(z,)=5 {3}=D

(

Re(

b) Re

d) Re z‘}=—— Im(z,)=+2
7.yl 1m[ .)=0

3.a) ®*z=4+5i

b)

L I

IMC |

Acervo da editora

. Z,=4+2i; z,=3+3i; z,=-3+3I;

Z,==—9—i; Z,==2=5i; z_=-4i;
z,=2=-3i; z,=7

. @) S={2+i,2-i}

b) S={3+i,3-i}

1 1
0 DL M
c) {2+ I'E |}

2 J2 2 2
o {3 3"5'3}

c) x==3; y=4

.a)-10

b) z=150i

.a)a<5: b6

b) a<4;b<7
c)aeR: b=<0

d) —4<a<3: b<5h

e) =l<ca<B: =3<b<4
f)az0; bz0

.a) 5+3i

b) —7-6i
c) 9+8i
d) —-2-15i
e) 22+/5i

. a) z,=—2+10i

b) z,==6+4i
c) z,=6-4i

Arcervo daeditora

- - I"‘
Acervn da editora

13. z,=-1+0i
4. b: e

&

o (T

15. a) z,=1+2i; z,=4+2i; z +z,=5+4i
b) 9+6i;
Im4
" R Ry i R A Fe e
e

44— L
L 3 2

of--o- 8
A
I | X
8 9 Re

1B. z,=2+7i; z,=3-5i; z,=4i
17. a) 29-41i
b) —65=-72i
c) =840-2 378i
18. z==-3+4i
19. p=2 20. —11-4
21. z,=3-3, zzz%i e z,=k, com keR'
22. b
23.a)5 c) 57 e) 16
b) 20 d) 25
24, m:E; n=2
4
25. a) =5-i c) -78-6i
bl =5=i d) -78-6i
rqA Z,==5+i; z,==5+4i
29. a) 2-2i c)d
b) l+li d) 3+2i
4 4
30. 2=E+Ei
37 74
oa)a=—12 b)as
b 5
32. a) E—zl £ —E+gi
5 =
22
3 5
z (ac+bd bc—-ad
33.a) —= ;
) w \c+d® ' 2+d° ]

34.

35.

b) Z_{@ac=bd ad+bc
w | c?+d®’ c?+d?
Quarto gquadrante, pois considerando

Z=a+bi e w=c+di coma, b, c e d

maiores que zero, ao desenvolver E,
ac+bd bc-ad o
c’+d® A+

sentacaoc geométrica, temos que

obtemos i. Pelarepre-

a>Cc e b<d, portanto a{;+ >0 e
2 +d?

bc—ad

—H-:E+d2 <.

a)i c)i e) =i

b) -1 d) 1
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36.

38.

39,
40.

41,

42.
43,
44,

45.
.a)

D B 37 3?

a) quatro numeros
b)) =1=i; =1+i; 1+i; 1=i
w=-1
a)d

c) 17 e) 242

d) V51

c) V34 uc.
d) V2 u.c.

5
h}E f)1

a) 2J5 u.c. e) V2 uc.

b) V10 u.c.
a) /53 u.c.

X=—4 ou x=4

a) z=3-11i
b) z=3+i

a) z=6+8i

b) 25u.c. c¢) 39u.c.

c) z==3-5i
d) z=9-5i

o
M. v
>

lustraches: Acervo daeditora

(x=3F+(y+4)’=2 =

&47. a) y=14 ou y=-18

50.

51

54

a3.

b} 2465 uc.
a) z1=4[cﬂ55—ﬁ+isen 5—“]
3 3

b) EE=-I'-1-\|"E[GEE ?Hs&n E'T:,]

i

c)z,=5 cns%-&is&ng]
%

i
d) z4=5 COos 43—n+i sen %]
9

e) za=\fﬁ(cc}5 %Hs&n %]

a) z,=5-5V3i c) z,=10+103i
b) z,=3-3 d) z,=-8
3

2

IR
z,=1 GE}E?HEEI'I? :

22=5[cﬂ33—;~+isan%ﬁ]; 165°

222

b) z=2 ou z=-1

54. w=1{c051t+i semt]

55.9hou?2lh

i
56. a) z, :w@kcmg+i san%];

zZ,= J2 cnsﬁﬂsang—n];
1 4 4

/
za=~.ﬁ2 EDEE—n+iEE!n5—E];
\ 4 4

/
Z. =+2 cusﬁt-ﬂsan-?i
% 4 4

\

b) 2(r-2) u.a.
57. forma trigonométrica:

z,=2(cos60°+isen60°),

z, 2{cn5135°+i3&n135“},
z,=2(cos225°+isen225°) e
z,=2(cos330°+isen330°);

forma algebrica: z =1+ u@i,
22=—«.@+«..“§i, 23=—«.@—~.@i e
zdzxﬁ—i

58. a

59. a) 24(cos125°+isen125°)

b) 12(cos230°+isen230°)

c) %{EDEEE"*HEEHEE"}
d) g[c:nsazsm sen325°)
e) %{cus?dﬁ”ﬂ sen245‘“}

60. z,=12(cos70°+isen70°);
z,=4(cos80°+isen80°)
b2. z=-27

63. 7°= %{cﬂs 240°-i sen240°)

64. z, =6(cos330°+isen330°)
B5. a) v=220(cos30°+sen30°);
i=10(cos60°+jsen60°)
b) v=110v3 +110j; i=5+5V3]
c) P=2200(cos90°+jsen90°);
P=2200j
66. a) z°=32(cos175° +isen175°)
b) z* =256(c0s280°+isen280°)

2

c) EEE-=1B{GUE1 40°+isen140°)
d) [25']ﬂ =4 096(cos60°+isen60°)

67. z°=2°(cos0+isen0),

27 21
16 _ o6 <. =it
z (c-:rs 3 +HisenD ] e
z‘"’=2‘“‘[cn34—ﬂ+isand—x]; 78 =08
3 3
E1E=—215+215\J‘f§i e

zﬂ'ﬂ - _Eiﬁﬂ _21mu‘|’§|

b8.

69.

1.

10.
1.

12.

13.

15.
16.

17

M on & W

a) S={neZ|n=6k keZ}
b) S={neZ|n=6k+3 keZ}

2-243;;
my
b =
0 | Re
2f31--—ew 3
i
g
3 1.
W=—m=+—I
g
a) P(0-8) b) P(-8.0)

g %
| ¥ 6/05 polindmios e as

equacoes polinomiais

a ) polindbmio
b ) polindmio
c ) ndo polindmio
d ) ndo polindmio
e ) polindmio
f ) nao polindbmio

a) gr(p)=8 c) gr(g)=7

b) gr(q)=9 d) gr(h)=0
a,c.f,agh

m=3; a(x)=-5

m=4 en=-12 ou m=-4 e n=12
m=2 7. m=3 oum=-3

3, e m=6

. gr(p)=94,se m=-6

6, semzbem#-06
1

a=1: h=—E; c=-1
p(x)=x*+2x-8; raizes: 2 e —4
gr(p)=8

B)a=)a=2n-=14
b) b=-15; ¢=70; d==120
c) p(x)=x"-15x*+70x" —=120x +64

a=1b=3

.a)r=3

b)a=3: b=6: ¢=9: d=12: e=15;
f=18

c) p(x)=18x-18 e g(x)=18x-18
-6
a) gr(a)=4; 00027

b ) aproximadamente 4, 23 milhdes de
hectares

a) {f+g}{x}:5x"+2xs +3x7 +2%x+2
b) (g-f)(x)==5x"+2x*-3x* +6x+4
) {f-g}{x] =10x"+26x° +11x* +

+10x +x°=10x-3



18.

19.

20.
Z1.

24,

25.

26.
28.
29,
30.
32.
33.

34,
35.

37
39.
41.

a) gr(q)=7 c) gr(q)=8 e) gr(q)=10
b) gr(g)=7 d) gr(q)=12

a=3 ou a=0; para a=3, temos:
(p-g)(x)=-45x-45; para a=0, temos:
(p-q)(x)=-36x+6

a=-=4: b=5; c=8
0, 4e -4
.a) v{x}=zxﬁ+zx5-ﬁx‘—ﬂﬁf+
4 2 2
735 , 175
- 350
+ 7 e = X
b) 196 m®

1

.a) I{t}=§[t3-131:2+39t}

b) Podemos afirmar que a fabrica

teve prejuizo.
c ) prejuizo; R$ 2 625,00
d) maio, junho, julho e agosto

a) crescimento: janeiro a fevereiro,
agosto a dezembro; decresci-
mento: fevereiro a agosto

b) Funcéo polinomial de grau 6 (gra-

fico C), porque seus valores sao
0S que mais se aproximam dos

valores reais.

c ) aproximadamente 0,00425; apro-
ximadamente 0,00567

d) aproximadamente 30,3%
e ) m(x)—-qg(x)-0,0006x" +
+0.0169x° -0,1713x" +
+ 0,6466x-0,67;

essa diferenga significa o quanto
os valores dos polindbmios estao
distantes entre si para cada valor

de x.

a) guociente: 2x* -5: resto: 10

b) quociente: x*+2x®+5x%+12x+29;
resto: G8x+29

c ) quociente: x” +2x* =3x;
resto: —10x+18

2X 27. a=-10
p(x)=x°+2x" +4x* - 5x" + 3x +1
gr(r)=0; gr(q)=7

m=5; n=-3 3. m-n=-6
k==10; r(x)=69x

k=15-2i: a=2: r[:n:}=2i

a) —13 b) 11 c) 20
m=3 36. a==12: b=29: c==7
60 38. 1300

1 40. 9x+11

a) q(x)=6x*-30x"+147x-730;

r(x)=3648

b) g(x)=2x"-x"-3x>-9x*-35x-100;
r(x)=-299

c) g(x)=4x"=8x*+18x*-39x +79;
r(x)=—159

42.

43.

45.

46.

47.
49,

50.

51
52.
53.

. @) Uma possivel resposta:

3 1 §
55.a) S={——=,—-—,4} bh) §5=4{-2—,13
) { 8 } ) { 2 }
56. x=2 57. 9 min e 18 min
4 2
59. f(x)=4x"—44x> +180x* - 332x + 240
60. soma: 4; produto: -1
B1. = x1+xz+xs+xd=—§
X My X Mg X X X X
+ XX, + XX s
2 -4 pa | 4_5
B XXy XNy X N X+ X K X
1
+x2-x3-:-:4=§
X, X, Xy X, ==
52.31—2,1&4 b}a:E
5 4 4
1
63. [_. 12,4 a]
2
64, a)nq—rzz% b) a=25
B65. a=1: b=-=1
6b. r=2; ,=3; m=-5
67. a) m=3 b) E c}lf —le-ﬁ
3 e Gy
EE.E}% b) m==1en=-4
R ied o 112
3 g9
TI. m<=50um>5 TL. %

h(:}::-z;
p(x)=38x"=2x*=3x* +6x” +2x ~1;
q(x)=3x"+4x>+5x*+16x+34; r(x)=67

r{x}:—s—a 44. a—-3
8

a) h[-3]=-%; h(2)=107
3 27

b) hx)=7x"+11x*+5x=3

quociente: 4x*+2x*+6x° =3x—1;
resto: O

b-:—-l'-l- 43. ITI=?

a=8(; b=4

a) 3 raizes c) 5 raizes
b) 4 raizes d) 6 raizes
S={—2.1,:3}; grau: 9

p(x)=3(x+5)(x-3)
p(o)=(x-(x-3)c+2)
p(x)=3x"-6x"-27x+54

b) Uma possivel resposta:
p(x)=x"=7x+14x*+2x-20

. =1 com multiplicidade 2, 3 com mul-

tiplicidade 3 e 5 & raiz simples

74,

718.
19.
81.

82.
83.

84.

8s5.

87.

88.

89.
90.

g1.
92.
93.

94,

95.

97.
98.

- 100.
102.

. 103.

a) Uma possivel resposta:
p(x)=x*+10x*+36x* +54x +27

b) Uma possivel resposta:
p(x)=x®=14x"+76x> - 200x° +
+ 256x-128

. grau 13
76.

multiplicidade 4

X, ==3; X,=4

m=3 e n=-1; x* +7x"-5x*=0
S={-2.5} 80.1e0

-3 e -1 sao raizes de multiplicidade
2, e 2 é raiz de multiplicidade 3

36x* —72x* =108x" +144x+144=0

a) $={2 3}
b) x°=0x?+30x°=44x+24=0

a) 4 com multiplicidade 2; -2 & raiz

simples
b) a==6; b=0; c=32
grau minimo: 8 86. S:{-i, 1,3}
Sim, pois se uma equagao polinomial
de coeficientes reais tem grau impar,
entdo essa equacao tem pelo menos
uma raiz real.

Uma possivel resposta:
x®=11x* +50x* =118x* +145x=75=0.

S={-3 -3i3i 3}

i nao e raiz e —i e raiz; Nao, pois os
coeficientes da equacgaoc nao sao
todos reais.

terceira raiz: 1+i; a=-6; b=10; c=-8

p(x)=x"=7x" +24x" -32x* +64

a)a=4

b) gr(g)=9

c) q(x}:{x+4—2i]2-{x+4+2i]2-
(x=3=i) -(x=3+i) -(x-4)

a) Sim, pois ao menos um dos coe-
ficientes da equacao nao é real,
0 gque implica em nao poder usar
0 tecrema que trata das raizes
complexas, podendo assim haver
duas raizes complexas em que

uma nao seja o conjugado da
outra.

b) m=i-3: n=6 c)-2i,ied

1 1 1
a}s_{—lg.T} hls_{- _E'E}

— m

12

a) 2 b) S={-ii 212}
3

2m 101. 1 e -1

h(x)=x"=5x+x=5

a)3,5e7 b) m==71; n==5
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